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1. 
Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Freyburg im Br.) 








| Di. Facultäten sind bekanntlich von grosser Wichtigkeit in der Ma- 
thematik. Yandermonde gebührt das Verdienst, auf sie als auf eine besondere 
Art von Irrationalgrössen (Memoire sur les irrationelles de differens ordres avec 
une application au cercle, in Hist. d. lacad. roy. des Sciences An. 1772. Pg. 
489. u. ff-) aufmerksam gemacht zu haben. Nach ihm hat Kramp (Analyse 
d. refractions astron. et terr. Chp. III.) ein besonderes Capitel ihrer Untersu- 
chung gewidmet und sie eigentlich in die Mathematik eingeführt. Aus dieser 
| Abhandlung ergab sich ihre Bedeutung für die Analysis. Es kamen nun 
mehrere Mathematiker auf sie zurück; so Legendre (Exercices de calcul inte- 
gral T. I. Pg. 277. u. ff. T. II. Pg. 1. u. ff); Bessel (Ueber die Theorie der 
| Zahlenfacultäten im Königsberger Archiv für Natur- Wissenschaft und Mathe- 
matik Ir Bd. S. 241. u. ff.), Gauss (Disquisitiones generales circa seriem 
| infinitam etc. in Comment. Soc. reg, scient. Götting. Vol. II, ad. A. 1511—1813):; 
Crelle (Versuch einer allgemeinen Theorie der analytischen Facultäten und: 
Memoire sur la theorie des puissances, des fonctions angulaires et des facul- 
tes analytiques s. dieses Journ. 7r Bd.); Eytelwein (Grundlehren der höhern 

Analysis Ir Bd. S. 551. u. ff. Zr Bd. S. 672. u. ff.), und Andre. 
Es konnte nicht fehlen, dass unter der Pflege so ausgezeichneter Män- 
ner dieser Zweig der Mathematik sehr gefördert wurde, und hievon gebührt 


Kramp gewiss ein nicht unbedeutender Theil des Verdienstes. Er ging von dem 
Gedanken aus, die Facultäten als eine besondere Art von Functionen zu be- 
handeln und die für sie geltenden Gesetze zu entwickeln, also ihre Theorie zu 
gründen. Er theilte sie, folgerecht und nach Analogie der Potenzen, in Facul- 
täten mit positiven und negativen, ganzen und gebrochenen Exponenten ein und 


entwickelte für diese speciellen Fälle die nöthigen Gesetze; aber für jeden ein- 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXIII. Heft 1. 1 
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zelnen Fall selbst wieder auf speciellem Wege. Die von ihm gefundenen Re- 
sultate stehen daher unter sich isolirt und entbehren eines allgemeinen, sie alle 
umfassenden Gesetzes und des innern Zusammenhanges. Die Arbeiten von 
Legendre und Gauss haben die Anwendung der Facultäten auf anderweitige 
Entwicklungen zum Zwecke. Daher kommen sie in dem eben berührten Puncte 
nicht direct, aber bei der Untersuchung der Facultäten immer deshalb in Be- 
tracht, weil diese sich auch über die zu Anwendungen benutzten besondern 
Fälle zu erstrecken hat. Bessel nahm die von Kramp aufgefasste Idee in der 
angeführten Abhandlung wieder auf, und der Zweck seiner Untersuchung ist, 
die in Kramps Arbeit vorkommenden Mängel zu verbessern und zu berichtigen. 
Crelle stellte zuerst eine allgemeine Theorie dieser Gebilde auf. Eytelwein gab 
in seiner Analysis die vor ihm in diesem Gebiete gewonnene Ausbeute im Zu- 
sammenhange wieder. 

Wenn ich es nun unternehme, die Facultäten näher zu untersuchen, 
so geschieht es hauptsächlich aus dem Grunde, weil ich glaube, dass das 
schon von Ararmmp gesuchte und von Grelle ausgesprochene allgemeine Gesetz 
sich auf eine ungemein einfache Weise gewinnen lässt, dass dadurch die 
Theorie der Facultäten auf eine eben so allgemeine als einfache Basis zurück- 
geführt werden kann, wie es bei dem Binomium geschieht und bekannt ist, und 
dass sich überhaupt die Anwendbarkeit dieser Functionen in den verschiedenen 
Zweigen der Analysis um ein Bedeutendes steigern lässt; wie es sich im Fol- 
genden zeigen wird. 

Vor Betrachtung des Gegenstandes selbst ist aber auf einen Uebelstand 
aufmerksam zu machen nöthig, der vielleicht nirgend störender auftzjtt, als hier: 
nämlich auf die Verschiedenheit der Zeichen, deren sich die Mathematiker ın 
diesem Zweige der Analysis bedient haben und noch bedienen. Ich stelle sie 
hier zusammen, um auf die Nothwendigkeit hinzuweisen, sich über eine be- 
stimmte Bezeichnung zu verständigen. 

Vandermonde bedient sich der Bezeichnung 

1) Ir’ =p(p-Dp—2)...(p—n+]); 
hramp der Bezeichnung 

2) at= ala+d)(a+?2d).... (a+(n—1)d); 
Legendre der Bezeichnung (Gamma von n) 

3) I(n)=1.2.3.4...(n—1); 
Gauss der Bezeichnung 


4) IHn)=1.2.3.4...(n—]1)n; 
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Crelle der Bezeichnung 
5) (a+d) = ala+d) (d+2d).... (a+(n—1)d). 
In den Annalen von Gergonne (T. III.) hat Kramp später sich des folgenden 
Zeichens bedient: 
6) n!=1.2.3.4...n. 

Bessel behält die von Aramp unter No. 2. aufgestellte Bezeichnung bei. 
Es ist in der That sehr zu bedauern, dass man sich hier noch nicht über den 
Gebrauch eines Zeichens vereinigt hat. Offenbar sind die Bezeichnungen No. 1, 
3, 4 und 6 zu speciell; denn man kann durch sie nur Facultäten von bestimmter 
Zunahme und von der Basis 1 ausdrücken. Sie sind dabei etwas unbeweglich, 
wenn man auch von der in ihnen liegenden Willkür absehen wollte. Die Zei- 
chen No. 2. und 5, sind allgemeiner, dienen bequemer und besser zur Dar- 
stellung allgemeiner Gesetze, knüpfen den Begriff der Facultäten an den schon 
bekannten der Potenzen und stellen ihn sogar dem Auge deutlich dar; was na 
mentlich bei No. 1, 3, 4 und 6 ganz. vermisst wird. Um nun zu einer, mit dem 
Begriffe und den bis jetzt allgemein in der Mathematik eingeführten Symbolen 
übereinstimmenden Bezeichnungsweise für die Facultäten zu gelangen, mögen 
folgende Bemerkungen dienen. 

In der Facultät 

7) ala+d)(a+2d) (a+3d)....(a+(n—1)d) 

kommen drei Grössen in Betracht: die Basis (a), die Zunahme (d) und der 
Exponent (n). Nach der bei den Potenzen allgemein angenommenen Be- 
zeichnungsweise hat die Basis und der Exponent eine bestimmte Stellung. 
Sie muss beibehalten werden, so lange die ursprüngliche Anlage besteht und 
die Entwicklung folgerichtig fortgebildet werden soll. Es kann sich da- 
her nur um die Stellung handeln, welche die Zunahme einzunehmen hat. 
Hier sind nur zwei Fälle denkbar. Entweder kann sie an die Basis, oder 
an den Exponenten sich anschliessen. Diese beiden Fälle sind die No. 2. und 5., 
und man hat demnach bei folgerichtiger Durchführung nur zwischen diesen 
beiden zu entscheiden. Um dies zu thun, ist der Zusammenhang, in welchem 
die drei Elemente (a,n,d) einer Facultät zu einander stehen, zu betrachten. 

Es liegt in (7.) deutlich vor Augen, dass Exponent und Zunahme 


als Factoren mit einander in Verbindung treten, während die Basis sich daran 


mit dem positiven oder negativen Zeichen anschliesst. Der Zusammenhang, ın 
welchem Zunahme und Exponent zu einander stehen, ist demnach offenbar 


ein engerer als derjenige zwischen Basis und Zunahme. Die Zunahme hat 
1? 
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folglich auch eine solche Stellung einzunehmen, dass der eben bezeichnete en- 
gere Zusammenhang zwischen ihr und dem Exponenten sich ausspricht. Dies 
geschieht in der Darstellung No. 2. Alle weitern Entwicklungen, die sich im 
Folgenden für die Facultäten ergeben, stimmen mit diesen Bemerkungen über- 
ein und bestätigen dadurch ihre Richtigkeit; denn gleich bei der ersten Be- 
sründung ($. 2. und 3.) machen sich diese Bemerkungen entschieden geltend. 
Zu dieser Ansicht stimmt die Darstellung No. 5. nicht; denn nach ihr müsste 
die Zunahme in engerem Zusammenhange mit der Basis als mit dem Expo- 
nenten sein. Dazu kommt noch, dass gerade die Darstellung No. 2. alle mög- 
lichen Fälle, die in dem Folgenden bei Untersuchung der Facultäten in Be- 
tracht kommen, ganz bequem und zweckmässig darstellt; was theilweise die 
No. 5. nicht in gleichem Maasse vermag, und man müsste, damit No. 5. ein 
Gleiches leiste, Abänderungen und eine weitere Ausdehnung damit beziehungs- 
weise vornehmen. Hierher gehören namentlich die Entwicklungen in $. 2., 
die dies erfordern würden. *) 

Dies sind in Kürze die Gründe, die uns maassgebend für die Beibehal- 


haltung des Zeichens a” 


d 


als desjenigen zu sein scheinen, welches den Begriff 
er Facultät am richtigsten andeutet. Zugleich liegen darin die Ursachen, 
warum keines der Zeichen No. 1, 3, 4 und 6 hier im Folgenden aufgenommen 
ist; namentlich auch deshalb, weil die Zeichen No. 1, 3, 4 beschwerlicher zu 
schreiben sind als 1”" und der weitern Entwicklung der Theorie der Facultäten 
eher hemmend als fördernd entgegen zu treten scheinen. 

Die Form der Facultät @”“ enthält drei von einander unabhängige 
Grössen. Sie eignet sich ganz besonders zur Entwicklung der von den Facul- 
täten gültigen allgemeinen Gesetze. Kramp und Crelle haben daher auch die 
Facultäten unter dieser allgemeinen Form untersucht. Dasselbe wird auch im 
Folgenden geschehen. Der Gedanken liegt zwar nahe, dass es zweckmässiger 
sein möchte, eine Function blos von einer veränderlichen Grösse, als von dreien, 
ın die Analysis einzuführen, wie Gauss (Disq. gener. circa ser. inf. etc. $. 22.) 
vorgeschlagen hat, und die Facultäten nach $. 11. auf folgende Form zu bringen: 


Tan a’ (7 +n—1) 


and — dl” — - 
> u 
l d II d 1) 











Anm. des Herausgebers dieses Journals. Man sehe dessen Gegenbemerkungen zu den 
obigen Erinnerungen des Herrn Verfassers gegen die Bezeichnungsart (a,—+-d)” in diesem Journal am 
Ende des ersten Abschnitts der gegenwärtigen Abhandlung Bd. 33, Heft 1. 
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Dadurch ist jedoch nur die Gestalt, nicht die Aufgabe geändert: denn die Zahl 
der veränderlichen Grössen ist dieselbe geblieben; die Form aber ist nicht ein- 
facher geworden. 

Nach diesen Vorbemerkungen wenden wir uns nun zu dem Gegen- 
stande selbst. 

$. 2. 

Wie über Bezeichnung, so hat man sich auch noch nicht über den 
Begriff von Facultät verständigt. Aramp giebt folgende Definition von der 
Facultät: „Un produit dont les facteurs constituent une progression arithmetique’ 
(Anal. d. refr. Pg. 46.). Diese Definition giebt den Begriff einer Facultät mit 
negativem Exponenten zucht und passt offenbar nicht auf Facultäten mit ge- 
brochenen Exponenten. Eine andere Definition giebt Aramp nicht. Crelle 
stellt in seiner Theorie der analytischen Facultäten S. 155. u. ff. eine Deli- 
nition auf, um alle besondern Fälle zu vertreten. Eytelwein sagt (Analysis 
2r Thl. $. 624. S. 674.): „Für diese (Facultäten mit gebrochenen Exponen- 
ten) ist zwar eben so wenig als für negative Exponenten eine Erklärung ge- 
geben worden”. 

Nach unserer Ansicht ist es nicht nöthig, eine Definition des Be- 
griffs von Facultät aufzustellen, welche alle besonderen Fälle umfasst. Die 
Facultäten theilen sich nach unserm Dafürhalten, wie die Potenzen und W ur- 
zelgrössen, in zwei unter sich verschiedene Dinge, die ungeachtet ihrer Ver- 
schiedenheit dennoch den gleichen Bidungsgesetzen unterliegen. Wir 
werden daher im Folgenden zwischen den Facultäten mit ganzen und mit gebro- 
chenen positiven oder negativen Exponenten unterscheiden und in den einzel- 
nen Fällen die nöthigen Begriffe entwickeln. Es ist also mit den Elementen 
zu beginnen. 

Gewöhnlich wird unter einer Facultät mit positisem Exponenten ein 
Product verstanden, dessen Factoren um eine und dieselbe Grösse zu- oder 
abnehmen. Halten wir vorerst diesen Begriff fest, so ergeben sich nach der 
Beschaffenheit der Zunahme folgende zwei Ausdrücke: 


1) a*=ala+d)(a+2d)(a+3d).... (a+(n —1).l) 
= a(a+d) (a+2d) .... (a+nd— d). 

= a(la—d)(a — 2d)(a—3d) ....(a—(n—1)d) 

ala—d)(a— 2d) .... (a—nd-+-d). 


DD 
Nat 
Q 
3. 
| 
Ds 


Man kann nun die so eben erhaltenen Facultäten um weitere mFactoren, 








6 1. Oettinger, Untersuchungen über die Faeultäten. 


deren Zunahme =+% ıst, wachsen lassen. Dies wird auf Darstellungen führen, 
die wir nach dem in $. 1. Gesagten auf folgende Weise ausdrücken: 


3) "= a(a+d)(a-+2d) .... (a+(n—1)d) 
x (a+(n— YD)d+k)(a+(n—1)d+%k)....(a+(n—1)d-+mk) 
a" (an — NVd+K"*, 
ala+d)(a+2d) .... (a-+(n—1)d) 
x (a+(n— DI—k)(a+(n— Y)J— 2%)... (a+(n—1V)d— mk) 
— a" (a+(n—1)d— kr, 
5) a@itet — ala—d)(a—2d) .... (a—(n—]1)d) 
x (a—(n— 1)d+k)(a—(n— Dd4+2%)....(a—(n—1)d-+mi) 
— a” (a—(n—N)d+Kk)", 
6) Hit — a(a—d)(a—2d) .... (a—(n—1)d) 
x (a—(n— 1) d—k)(a— (n— Dd4— 2%)... (a—(n— 1)d—mk) 
—= a" (a—(n—1)d—k)"*. 

Der Ausdruck a”=#“+"”I=* welcher den Begriff einer auf eine weitere 
Factorenzahl ausgedehnten Facultät andeutet, ist ganz in der Sache und in 
der Analogie des Begriffes von der Potenz begründet. Man kann den Gedan- 
ken weiter fortführen, und es ergeben sich folgende allgemeine Darstellungen: 
a” (a+(n—1V)d+h)”"" (a+(n—1)d+mh+KP" .... 
a” (a+(n—N)d+h)"" (a+(n—1)d+mh— kp"... 


1 a” I+m|\—k 


ai \ 
d 


yrld+m h+p\k.... 


[4 
nId+m|h+p|k .... 


Aa — 
ee dla (n— V)d— hy)" (a+(n—1)d—mh+ky' .... 
ar — g"d(a+(n— V)d—h)""(a-+(n—1)d—mh—ky .... 


ae da —(n—V)d+h)”"" (a— (n—NY)d+mh+kr" .... 
ar — a"a— (n—V)d+h)"" (a—(n— Y)d+mh— hy" .... 
ar — a" a—(n—V)d—hy”"*a—(n— Yd—mh+k’" .... 


ae — a" a—(n— V)d— h)""(a— (n— Dd—mh—ky" .... 


Diese Darstellungen lassen sıch ın einen allgemeinen Ausdruck so zusammen- 


fassen: 
S) ar $d-m Eh+pFtk.. — and a=(n—1)dEh)yr=h(a&(n—1)d$EmhFEk rk. 


Hier ıst der Zeichenwechsel willkührlich. Die Factoren erscheinen ın 
diesen Darstellungen zum Theil einzeln, zum Theil gruppenweise mit einander 
verbunden. Es zeigt sich nun deutlich, dass der oben aufgestellte Begriff für 
die hier gegebenen Formen nicht mehr passt. Der Begriff von einer Facultät 
wird aber leicht aufzustellen sein, wenn wir ihn so geben, dass durch ihn jeder 


einzelne Factor der Facultät genau bestimmt ist, oder ermittelt werden kann. 
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Um einen allgemeineren Begriff abzuleiten, bemerken wir (was ganz in dem Be- 
griff der Facultäten liegt), dass 

az alıd, az alk, a=alk.... 
(a+d) = (a+d)l, (a+h) = (a+h)!*, (a+k)—=(a+rk)N® .... 
(a+2d) = (a+2d)\d, (a+?2h) = (a+2h)l%, (a+2%k) = (a-+2k)N 
u. s. w. ist. Demnach können die Facultäten auch in folgender Form darge- 


stellt werden: 

9), erg eat. dlE(lat2. da EZA)IF4 ,. (aF(n — 1A) 
an$d+m&h — altda 1. dyl=d, ae 
(a=(n-1)I1Fda-(n-I)dEh)FKa=(n-N)dE2h)l=h,.. (at&(n-1)d-emh)N® 

u. s. w. Es bestimmt sich nun der Begriff so: 

10) Eine Facultät ist ein Product von mehreren Factoren, von de- 
nen jeder einzelne zusammengesetzt ist: aus der Grundgrösse ( Basıs ) 
und der Summe der Producte aus jeder Zunahme in die Anzahl der 
vorhergehenden, auf jene sich beziehenden Glieder; und ferner aus 
dem Producte der Zunahme in den Exponenten des Factors, um dessen 
Bestimmung es sich handelt. 

Das Product der Zunahme in den Exponenten des Factors, um dessen 
Bestimmung es sich handelt, ist in dem vorliegenden Falle die Zunahme selbst. 
Diese Definition lässt sich auch so geben. 

11) Eine Facultät ist ein Product aus mehreren Factoren. von denen 
jeder einzelne zusammengesetzt ist: aus der Grundgrösse und der Summe 
der Producte aus jeder Zunahme in die ihr zugehörige Factoren - An- 
zahl, wenn die erste Zunahme einmal hievon abgezogen wird. 

Hiernach wird die erste Zunahme immer einmnl weniger als der Expo- 
nent angiebt, vorkommen. Die Darstellung der einzelnen Factoren unterliegt 
nun keiner Schwierigkeit. So hat der (n-Hr)te Factor in der Facultät ar #<+m#h, 
wenn r < m ıst, folgende Form: 

(a, (n—NMd=E rhlEh, 
Der (n-+-m--r)te Factor in der Facultät ar #d+ml#r+p=k.. wenn r<p 
ist, hat die Form: 
(a=:(n—N)d=mh=&r.k)ltk 
u. s. w. Zugleich ziehen wir hieraus den Schluss: 

12) Eine Addition der Exponenten einer Facultät von einer und der- 

selben Grundgrösse deutet auf ein Vervielfachen der Factoren, oder ein- 


zelner Gruppen von Factoren untereinander; wie bei den Potenzen. 
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$. 3. 


Wir untersuchen nun die im vorigen Paragraphen gegebenen Darstel- 
lungen näher und fragen: Können in den Darstellungen (3. bis 8. $. 2.) die 
Fxponenten der Facultäten unter sich versetzt werden, ohne den Werth der 
Facultät zu ändern? Versetzen wir zu dem Ende in (3. $. 2.) die Exponenten 
sammt ihren Zunahmen, so erhalten wir folgende entwickelte Darstellung: 

1) amhınd 

- a{a+-h)(a+2h)...(a+(n-1)h)(a+-{n-)h+I)(a+(n-1)h+2d)...(a+(kn-1)h+nd) 
— ar k(a+(m—]1)h+ d)"4. 

Es zeigt sich deutlich, dass der hier und der in (3. $. 2.) gefundene Werth 

ganz verschieden sind. Gleiches gilt von den übrigen im vorigen Paragraph 

gegebenen Entwicklungen. Hieraus ergibt sich folgender Satz: 

2) Gehören mebreren Exponenten einer Facultät, die durch das po- 
sitive Zeichen verbunden sind, verschiedene Zunahmen zu, so können 
die Exponenten ohne Werthänderung der Facultät zucht unter sich 
versetzt werden. 

Nehmen wir die Zunahme unter sich gleich, aber mit verschiedenen 
Zeichen an, so ergeben sich folgende Darstellungen: 

3)  amdıml-d 

- a(a+d)(a+2d)...(a+(n-1)d) (a-Hn-1)d-I)(a-Hn-1)d-2d)..(a+(n-1)d-md) 

4) amd 

= a(a-Ia—2d)... (a(n-I)I)(a-(n-1)d+d)(a-(n-1)d+2d)...(a-(n-1)d+md). 
Es zeigt sich auch hier klar, dass beide Darstellungen auf Verschiedenes füh- 
ren. Ein Gleiches gilt, wenn wir das Gesagte auf die in (7. und 8. $. 2.) auf- 
gestellten Facultäten anwenden. Dies führt zu dem Satze: 

5) Gehört mehreren Exponenten einer Facultät eine und dieselbe, je- 
doch verschiedene Zeichen habende Zunahme zu, so können die Exponen- 
ten ohne Werthänderung der Facultät zzcht unter sich versetzt werden. 

In den in (2. und 5.) angedeuteten Fällen ist die Ordnung der Expo- 
nenten nicht gleichgültig. Untersuchen wir aber Facultäten von einerlei Basis 
und Zunahme, bei welchen kein Zeichenwechsel vorkommt, so wird sich ein 
anderes Gesetz herausstellen. Es ist nämlich 

6) amıdım d 

— a’a+d) (a+2d) ... (a+H{n—1)d) x (a+nd) (a+(n-H1)d)....(a+(n-Hm—1)d) 

7)  anl-d4mi-d 


— a(a—d) (a—2d)... (a—(n—1)d)x (a—nd)(a—(n+1)d)... (a—(n+m—1)d). 
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Wie nun auch die Anzahl der Einheiten in z und m beschaffen sein 
mag, so lässt sich die entwickelte Darstellung in (6. und 7.) ohne Werthände- 
rung auch so umformen: 

5) ala+-d)(a+2d)....(a+(km—1)d) x (a+md)(a+(m-+1)d)....(a+(m-+n—1)d) 
u amdın\d 
I) a(a—ıd) (a—2d).... (a—(m—1)d) x (a—md) (a—(m+1)d)....(a—(m-+n—1)d) 
— am—d4ın\—d, 
Aus (6, 7,8,9) ergibt sich sofort: 
and+md  — amld+n|d 
arld+mi—d — gmi-d+nid, 

Diese Bemerkungen lassen sich leicht weiter auf Facultäten mit drei und 
mehr Exponenten bei einer und derselben Zunahme ausdehnen, und dies führt 
zu folgendem wichtigen Satze: 

. 10) Gehört mehreren Exponenten, welche durch das positive Zeichen 
verbunden sind, dieselbe Zunahme mit dem nämlichen Zeichen zu, so 
können die Exponenten ohne Werthänderung der Facultät untereinander 
beliebig versetzt werden, oder: die Ordnung, in welcher die Exponenten 
untereinander verbunden werden, ist gleichgültig. 

Dadurch werden folgende Ausdrücke gerechtfertigt: 
and+md+pd.... — amid+nd+pd.... — am'd4-pd+n'd u... 
arl—d+m|—d+p] d.. — am—dHnl—d+pl—d.... — am|—d+p|- d+n\d... — ,,,, 

Aus (6, 7, 8 und 9) folgt leicht, dass man die Zahl der Einheiten, welche ın 
den Exponenten der Facultät enthalten sind, auf einmal zusammenfassen und 
die Gesammtzahl auf die Zunahme beziehen kann. Dies rechtfertigt folgendes 
auf die Form der Facultäten sich beziehende Gesetz: 
11) arld+nld+pld+ .... — amn-+p+....\d 
am dHn|d-Hpl—d.. — amtn+pH+....|-d, 
Bringen wir hiemit das Gesetz (10) in Verbindung, so ist 
12) amtmtp+.. Ed — mn ed pre. ed 
Die hieraus sich ergebenden entwickelten Ausdrücke sind 

13) arntmrp..|td — anl>daEndyr-da+(m+n)d)P =... 

— and amd >Ka=(km+n)d)P=4.... 

= a*kaEpdritdkatlp+ m)d)r!=4., 
u. s. w. Die Zeichen sind hier gleichzeitig positiv und negativ zu nehmen. 
Ein besonderer Fall, welcher zu vielseitiger Anwendung dienen wird, ist fol- 


gender: 
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14) ard(a+ndyrid = amld(a+ma)rld, 
and (a— mdym—d— aml-d(a— md)r74. 

Halten wir den besondern Fall fest, in welchem die Exponenten einer 
Facultät die nämliche Zunahme mit einerlei Zeichen haben, so bestimmt sich 
der Begriff einer Facultät dafür einfacher, wie folgt: 

15) Eine Facnltät ist ein Product aus mehreren Factoren, von wel- 
chen jeder aus der Grundgrösse und dem Producte der gemeinschafili- 
chen Zunahme in die Summe der Exponenten aller vorhergehenden 
Factoren besteht. 

Einfacher werden die vorstehenden Ausdrücke, wenn die Exponenten 
einander gleich sind und ihre Anzahl = gesetzt wird. Dann giebt (13): 
16) amd —armd) — amd (a+md)"! (a+2md)rd ....(a+(r—1)md)rd 

amd — arm —d) — and a+md)m—da-2md)ri-4,.. (a— (r— Y)mdyrI=4. 

Diese Ausdrücke sind von folgendem Ausdrucke wohl zu unterscheiden: 


17) (amitd)r — amd, amd, am|td RN 


Die Gleichungen (15 und 16) lassen sich leicht umformen. Es ist näm- 


lieh rm = mr. Demnach wird 
15) rel are (ar della N FlaF3rd)r=4, (a +(m— Dra)r 4, 
Entwickelt man (15), so ergibt sich 
19) armid 
large (a+(m-1)d) 


(a+md) (a+(m+1)d) (a+(m+2)d) (a+(m+3)d) ....(a+(2m-1)d) 
(a+2md) (a+(2m+1)d) (@a+(2m+2)d) (a+(2m+3)d) ....(a+(3m-1)d) 


oo. 8. 9 08 », 9 ii Er Brei a aaa a I RE vr a u NE TE BR DB EEE ER 


(a+(r-D)md)(a+(r-1)md+d)(a+{fr- Imd+2da+r-Ymd+3d... .(a+{rm-1)d) 
und gruppirt man die Factoren in verticaler Richtung, so erhält man 

20) amd — armd(a4+ d)rmd(a+2d)rImd(a+3d)rmd ,... (a+(m— )A)r"e. 
Eben so aus (16) 
21) amd ar md a—dyrI-mda— 2m a3 dr md, (a—m(—1)d)r- md. 
Ferner ıst aus (18) 
22) am=d— am&rd(J)mitrd (42 d)rierd (ae d)ymierd,. (a&(r—V)a)rird, 


Man kann endlich die Facultät (15), da an jedem einzelnen ihrer 
Factoren das nämliche Verfahren, welches durch den Exponenten m|d ange- 
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deutet ıst, ausgeführt werden soll, dadurch umformen, dass man es auf alle 
Factoren zugleich bezieht. Hiedurch entsteht aus (15 und 16): 

23) amd — (arimd md, 

24) arm—d — (arımd)m|—d, 
Aus (18) ergibt sich hiernach 

25) am zd — (ami=rd)rd, 

Diese Gleichungen trennen die Operationen, welche die Entwicklung 
einer Facultät in rn Factoren vorschreibt, in zwei Abtheilungen und enthalten 
folgendes Gesetz: 

26) Man kann die Factoren einer Facultät von rzn Factoren und der 
Zunahme 4 zuerst in Hinsicht der Zunahme in rFactoren zerlegen und 
dann jeden einzelnen Factor mmmal nach der Zunahme d wachsen lassen: 
oder man kann sie zuerst in Hinsicht der Zunahme rd in mFactoren zerle- 
gen und dann jeden Factor rmal nach der Zunahme d wachsen lassen. 

Aus (20, 21 und 22) ergeben sich demnach folgende Ausdrücke: 

27) arm td — (ari&d)riEmd, 
28) arm td — (er 

Diese Gleichungen enthalten folgendes Gesetz: 

29) Man kann die Factoren einer Facultät von rm Factoren und der 
Zunahme d zuerst in mFactoren, welche um die einfache Zunahme (./) 
wachsen, zerlegen, und dann jeden einzelnen Factor rmal um die mnfache 
Zunahme (nd) wachsen lassen: oder man kann sie zuerst in rFactoren, 
die um die einfache Zunahme wachsen, zerlegen und dann jeden Factor 
mmal nach der rfachen Zunahme (rd) wachsen lassen. 

Die Zahlen m und r sind von einander unabhängig. Die Sätze (16—29) 
zeigen, wie Facultäten zu Facultäten erhoben werden und schliessen ein allge- 
meineres Gesetz in sich, als dasjenige ist, welches von der Erhebung der Po- 
tenzen zu Potenzen gilt. Wir ziehen daraus folgenden allgemeinen Ausdruck: 

30) (ari=md)m|d — (am|=rdyr)&d une (am|#d)ri=&md — (arl#d)m|Eerd, 

Hier sind die Zeichen gleichzeitig positiv oder negativ zu nehmen. Das 
Gesetz für die Erhebung der Potenzen zu Potenzen folgt daraus unmittelbar, 
wenn d=0 gesetzt wird. Es ist alsdann 

3l) (am = (am, 

Von den hier mitgetheilten Gleichungen finden sich die Gleichungen (19 

und 23) schon in dem Werke von Crelle ($. 72. Pg. 248. u. ff.). Er nennt 


diese Darstellungen „Factoriellen zweiter Ordnung. 


2% 
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$. 4. 


So wie eine Potenz mit negativem Exponenten eine ein- oder mehr- 


malige Division der Einheit durch die Grundgrösse anzeigt: so wird auch eine 

Facultät mit negativem Exponenten auf die Dieision hinweisen. Die Formen, wel- 

che wir hier zu untersuchen und denen wir Bedeutnng beizulegen haben, sind: 
ad und amid 

Dies wird den Begriff einer Facultät mit negativem Exponenten geben. Zur 

Erreichung dieses Zwecks gehen wir von den Gleichungen (1 und 2. $. 2.) aus 

und entfernen zuerst den letzten Factor (in 1.). Dies giebt 


anıd 





arn—l)a ° (a+d)(a+2d) .... (a+(n—2)d = ar—la 


Wir schaffen nun den zweitletzten Factor weg und erreichen dies, indem wir 
den eben ausgestossenen Factor um die Zunahme vermindern und durch den 


so verminderten Factor die erhaltene Facultät dividiren. Dies giebt 


and ar—iid 
an Dar a De) — ara da — Ka+-d) (a+2d)... (aH(n—3)d) = anal, 


Fährt man so durch Wegschaffung der Schlussfactoren aus den Facultäten fort, 





so gelangt man auf dem umgekehrten Wege, wie bei dem Erzeugen der 


Facultät mit positiven Exponenten geschah, der Reihe nach zu folgenden 














Ausdrücken: 
ar (n—2)|d 
1ld n—(n—1)|d 
2 Sr — 2 = 
a-+d 
n—(n—1)'d 
G pr ch 1 en a" d iu ar? 
n—n|d 
a’ PR 1 ne aeemld > a7! d 
a—d a—d 
n—(n-+1)|d 
a B Id 2 . I a" "+2 d u Pi 
a—2d (a—2d)a—d) 
a” (n+2) d 1 





— oo gmess)id _ gaild 


a-3d ” (a-3d)(a—2d)(a—d) 
1.s.w. Diese Schlussweise führt leicht weiter. Sie steht mit der Natur der 
Facultäten in Einklang und giebt sofort folgenden allgemeinen Ausdruck: 


) aa —— . BE: SEN 
(a—nd)(a—(n— 1)d)....(a—2d)(a—d) (a — nd)"\d 


Behandelt man die zweite Form der Facultäten mit negativem Expo- 











nenten (a””“) auf ähnliche Weise, nämlich so, dass man die wegzuschaffen- 


den Factoren um die Zunahme vergrössert, so ergiebt sich der Ausdruck 


1 1 
>\ A aM ai u 
ui — (a+nd)(+(n— Dad) ....(a+2d)(a+d) — (a+ nd"? 
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Dies bestimmt den fraglichen Begriff wie folgt: 

3) Eine Facultät mit negativem Exponenten ist gleich einem Bruche, 
dessen Zähler die Einheit und dessen Nenner eine Facultät ist, welche 
die nämliche Zunahme und den nämlichen, jedoch positiven Exponenten 
hat, wie die ursprüngliche Facultät, deren Basis oder Grundgrösse (erster 
Factor) aber aus der Basıs und dem Producte der Zunahme in den Ex- 
ponenten der ursprünglichen Facultät besteht. 

Nächst diesen Resultaten zieben wir aus dem Vorhergehenden fol- 


gende Sätze: 





4) a’? =], 
1 
Hd — En. 
5) (a+b) arb—d 
1 
En ; 
(a+b) arb+d 


Die ın (1 und 2) gefundenen Resultate lassen sich auch anders dar- 
stellen, wenn man von dem Schlussfactor der Facultät ausgeht. Es finden 


sıch dann folgende Formen: 








> oa BEER 5 RC. 25 00 
(a—d) (a—2d)....(a— nd) (a— dr 
1 1 





DE EEE ER" arr 

Geht man von dieser Darstellung aus, so ändert sich die Definition 
einer Facultät mit negativem Exponenten. Die Formen (6 und 7) scheinen 
aber nicht die ursprünglichen zu sein, und der Calcul verlangt, dass man die 
Formen (l und 2) als solche anerkenne. Die Gründe dafür sind folgende: 

a) Es ist nicht gerechtfertigt, weshalb in (6 und 7) neben dem Zeichen 
des Exponenten auch noch das Zeichen der Zunahme wechselt. 

5) Die Entwicklung des Begriffs einer Facultät mit negativem Expo- 
nenten auf analytischem Wege führt auf die Ausdrücke (1 und 2), aber nicht 
auf die Ausdrücke (6 und 7). 

Um Letzteres zu zeigen, gehen wir von der Gleichung 

a”r”ia mn a” (a-+-nd)”? 
aus, und setzen n+m=0 oder -m=-+n. Demnach ist —m stalt rn in die 
vorstehende Gleichung zu setzen, und es wird 

1 = a" (a— md)” 


oder 


1 


ARE m mem 
9) a =. (a— md yı"\d 
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Dieser Ausdruck stimmt mit (1) überein. Auf gleiche Weise findet man aus 
der Gleichung 


10) a”tmi-d — ar (a ud, md)“ 


die Darstellung (2). Kramp stellt zwar die Formen (6 und 7) (S. 47. seines 
Werks) als maassgebend auf; ihm sind Eytelwein u. A. gefolgt; indessen 
dürften diese Darstellungen nicht als die ursprünglichen zu betrachten sein; wie 
aus dem Gesagten hervorgeht. Es ist jedoch nicht zu übersehen, dass auch 
(6 und 7) bei näherer Untersuchung der Facultäten gute Dienste thun. Sie 
sind also jedenfalls beizubehalten, jedoch unter der angegebenen Beschränkung 
als abgeleitete Formen zu gebrauchen. 
Setzt man in (l) a+nd statt a und in (2) a—nd statt a, so ergeben 

sich folgende Ausdrücke: 

Bl 
(atnd) 4 4 

1 
(a—nd )- "4 — 4 





1 
11) nid —= (a+nd)”“ und 


12) 


nj—d 





ia = (a—nd)"“ und 


Diese Gleichungen ergeben sich auch aus artm =d— anl=d(„E.nd)mi&d 
wenn man in der gefundenen Darstellung — n statt n und dann n statt m 
setzt. 

Aus (6 und 7) ergeben sich auf die nämliche Weise folgende Dar- 
stellungen t 








x i —n!d nI—d 1 
13) arı-d — (a+d) | und "= Gr. 
1 Bann —.n|--d n'd 1 
14) aa = (a—d) und @ = a u 


Die Gleichungen (13 und 14) finden sich bei Kramp. Die Werthe 
der Zahlenfacultäten mit negativen Exponenten lassen sich hieraus leicht be- 
stimmen. Es ıst 

1 1 i ., 


RB OR: u» ee — u u — , 
15) 1 N (l—n)” En (—)" Un —1)"11-1,0 (—)"10, pp-ıı == 1) r—ılı 








Demnach ist jede um die Einheit wachsende negative Facultät von der 
Basıs 1 unendlich gross. Dasselbe kann auch bei andern Grundgrössen der 
Fall sein. Bei Zahlenfacultäten mit negativen Exponenten, negativer Zunahme 
und negativer Basis kann es ebenfalls der Fall sein. So ist 


1 nl 1 1 nn 
1 TTS ra opnpn 


Ferner ıst 
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- _n| 1 n 1 
17) N) I ST = (— 1) ji 





1 
15) a: 


8. 5. 


Nachdem nun Begriff und Form der Facultäten mit negativen Expo- 
nenten festgestellt worden, ist zu untersuchen, ob sich die in $. 2. und 3. 
gefundenen Gesetze auf Facultäten mit negativen Exponenten übertragen 





lassen. 
Aus (3. $. 2.) erhalten wir 
I 1 
-n\d-m'h __ _— „enld ; -n|A 
a (a— nd)", (a—nd—mhyrik — @ (and? 





1 
— (and mh) (a—nd—mh+-h) ...(a-nd—h)(a—-nd)(a—_nd-+d) ...(a-2d)(a—d) 
Aus (8.3. 1.) erhalten wir 


\A_n 1 m\/ı —n;( 
2) a" ' (a— mh)" (a— mh—nd)"! — a”! (a— mhı) 
t 


. (a—mh—nd )La—-mh—nd+d) .. (a-mh—d) (a—mh) (a—mh-+h ) .. (a—2h) (a—h) 
Man sieht leicht, dass die Ausdrücke (1 und 2) nicht gleich sind. Eben 


so erhalten wir 











1 











K —n|d-m}d Zu reine a a 9 ze nid Rn -n\—d 
3) a T (a— nd+ md)” (a—nd)"'d = 0 (a d, 
— 1 “ 
— (a—nd+md) (a—nd—md—d)....(a—nd+-d) (a—nd) (a—nd+d) ....(a—2d) (a—d) 


1 
(a+md—nd)"'! (a+md)" 





= a" (a+md)”* 


1 
— (a+md—nd)(a+md—nd+d)...(a-+md—d)(atmd)(a+m—1)d)...(a+2d)(atd) 


4) a” -d-nd__ 





Auch die Resultate (3 und 4) stimmen nicht überein. Dagegen fın- 


det sıch 
1 








Fr -n\d-m\d __ . A —_ gend —-n\d 
MB SE u Li —E alte u al BEN 


1 


-n-m)\d 


= ur 








16 


6) 





1. Oettinger, Untersuchungen über die Facultäten. 








1 
-md-n\d __ EI © z. —-mI\d ve -n|d 
dl — (a— md — nd J"!d (a— md rd = a (a md) 
ri 1 
 (a—md—nd) (a—ma—nd+d) ... (a—md—d)(a—md)...(a— 2d)(a—d) 
1 
EI = 9" d 


(a — md —nd J"tr.ld 


Eben so ergiebt sıch 


‘) 


s) 





1 
-n|-d-mi-d __ „nid -m|-d _ „t—m!-d = 2 f 
n —= a” (a+nd) “ (a+nd-+md).... (a+2d)(@+d) 


| | 
hin un \ -m|-d -n|-d _ _-m=-n|-d Li: Fe 
"dag a+m = = 
a ( ( md) *— (a+-md+nd)....(a-+2d)(a-+d) 





Diese Entwicklungen lassen sich leicht auf Facultäten mit drei und 


mehreren Exponenten ausdehnen. Sie geben folgende Gesetze: 


9) Gehören den negativen Exponenten einer Facultät verschiedene 
Zunahmen zu, so können die Exponenten ohne Werthveränderung der 
Facultät nzcht unter sich versetzt werden. 

10) Das nämliche Gesetz gilt, wenn den Exponenten die gleiche 
Zunahme, aber mit verschiedenen Zeichen zugehört. 

11) Gehört mehreren negativen Exponenten einer Facultät die näm- 
liche Zunahme mit gleichen Zeichen zu, so können die Exponenten ohne 
Werthänderung der Facultät wil/kührlich versetzt werden. 


Dies sind die nämlichen Gesetze, wie in $. 3. für Facultäten mit posi- 


sitiven Exponenten. Für die formelle Darstellung entnehmen wir aus (5, bis 8.) 


folgende (jeselze: 


oder auch 


13) 


Ki. 8 











12) ar mn pp... Ftd — a=p-n-m..|td —- RE 
ar a (a— md)" (a—(m+n)d)?“ .,.. 
1 1 1 
= (andy X ma X (mn 
1 1 1 
a—ayi-ı * nt hand” a tmHha 
u 5. W. 
a Pd a” (a+-nd)"(a+(n +m)d)r .... 
1 1 1 
— (atndy4' (a+(n+m)d)”d" (a-r-(n+m+p)ay-i' 
1 1 1 








 (a+d)"!" (a+(n+1)dy"d" (an +m+Daypd 


Auch hier sind folgende besondere Fälle hervorzuheben: 
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15) a”(a—nd)”" = a”!(a—md)”" 
16) a” (a+nd)”""= a" (a+md)”. 
Werden in den Fällen (12. bis 14.) die Exponenten unter sich gleich 
gesetzt, so ergiebt sich 
17) a" = a” (a— md)" (a—2md)".... (a—(r— 1md)"" 
= 1:[(a—rmd)(a— (rm—1)d) .... (a—3d)(a—2d)(a—d)| 
1 1 
BE (a— rmd y""'!d pe (a— d)r"\-4 








l 
 (a—rmd y"\d(a—(r—1)md rd (a—(r—2)md )"d .... (a—2ma)" (at md)" t’ 
15) ai = a" (a+ md)" (a+2md) "4... (a+(r— ma)" 
— 1:[(a-+rmd)(a+(rm—1)d)....(a+3d)(a+2d) (a+d)] 
1 1 
— (a+rmay"-d ” (a+dyrmid 








1 
— (atrmay"i-Ka+(r—1)md)"-Ka+(r—2)md)"-7...(a+2md)"-atmd)" -t' 
Jeder dieser Ausdrücke enthält rm Factoren. Nichts hindert, die in 
der entwickelten Darstellung enthaltenen Factoren nach der Zahl r abzutheilen, 
und dann entstehen folgende Ausdrücke: 
19) a"! = a (a— rd)" (a—2rd)”"*....(a—(m— rd)" 
20) ad aA k(a+rd)"(a+2rd)"*... (a-(m— rd)“. 
Ordnet man nun die entwickelte Darstellung in (17. und 18.) nach der 


Zunahme nd, so ergibt sich 

21) ad = aka Da +2"... (a+(m— DI" 

22) aid amd (a — Dia — 2dy" 2... (a — (m— DA)“. 
Bildet man für (19. und 20.) ebenfalls einen entwickelten Ausdruck und 

ordnet nach der Zunahme rd, so erhält man 

23) ad = ara + dd" (a+2d)"" .... (a+(r— dd)" 

24) ar = Era D-"Mla— 2"... (a —(r — DAY". 
Nun kann auch hier, wie in ($. 3.), die Rechnung, welche mit jedem 

Factor einer Facultät gemacht werden soll, nur einmal angezeigt und auf je- 


den einzelnen Factor bezogen werden. Dadurch gehen die Formeln (17. 
bis 24.) ın folgende über: 
25) ala au Fa an 
aid . Trug ae 
26) amd — ( aml-rdy-rid 


ami-d zus (a4, 
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27) amd — (amd) —rImd 
amd — (ami—d) —r|- md 

28) amd — (arld)— mird 
a-rm|—d — (arl-d)—m|— rd, 

Die Gleichungen (25. bis 28.) stimmen mit denen (23. bis 28. $. 3.) 
überein. Sie werden aus jenen gefunden, wenn m oder r negativ gesetzt wird. 
Es gelten demnach die nämlichen Gesetze von den Facultäten mit negativen 
Exponenten, die von denen mit positiven Exponenten gelten. Aus (25. bis 28.) 
ergeben sich folgende Gleichungen: 

29)  (arl-may-m|d _ (ami—rdy— rd — (gmld)—rmd = (arid)—mird 
30) (arlmd)- m'—d — amırd) rd — (aml-N—r\- md — (a - d,—m|i— rd 
Auch diese Gesetze sind allgemeiner als die der Potenzen und las- 


sen sich leicht auf dieselben anwenden. 


s. 6. 
Nachdem die Grundbestimmungen für die Facultäten mit positiven und 
negativen Exponenten festgestellt sind, werden sich leicht weitere Folgerungen 
daran knüpfen lassen. Zu diesem Ende bringen wir die beiden Arten von Fa- 
cultäten in Verbindung mit einander und behalten die bisherige Entwick- 


lungsart beı. 
Untersucht man nun zuerst die Facultäten mit verschiedenen Zunah- 


men, also von der Form 
antd- mth an&d4+m=&h | 


m&d- mM$h+pl&k a w&d4+-m|&h-p=&k 


a 
oder auch 
anld—m| —d am)—d-Hn|d 
u. s. w., so wird man leicht sehen, dass die Exponenten ın diesen Fällen ohne 
Werthbänderung der Facultät nicht versetzt werden können, Demnach gelten 
auch in den vorstehenden Fällen die Gesetze, welche in ($. 3.; 2., 5., 10. 
und $.5.; 9., 10., 11.) aufgestellt wurden. 
Untersuchen wır aber die Facultäten 


a nl -d—n—d _ „m-n—-d 
amd-nd — gm—nd und ami-: | =Aa | " 


so ergiebt sıch 


1) amld—n.d amid(a+ md) —r\d 
un a(a+d)(a+2d) .... (a+(m—1)d) 
(a+md—nd)”“ 


un 
— 


(a+(m —n)d)(a+(m—n-+1)d) .... (at+(m -D)a)' 
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Nun ist entweder n zn. oder m n. Im ersten Fall werden die Factoren 


des Nenners ausgestossen und es findet sıch 
2) amd-nd— a(a+d)(a+2d) .... (a+(m—n—1)d) = amd. 


Im zweiten Falle werden die Factoren im Zähler weggeschafft und es ergiebt sich 
I 


3) mn u m)d)a— R-mDa).... (0 -3d)a—-d) 


a m)d 


Versetzt man die Exponenten in (}), so erhält man 


(a— nd) (a—nd+d)(a— nd + 2d) .... (a—nd+(m—1 Jd) 
(a—nd)(a—nd+d)(a— 7d+20).. (a—d) 








amd+md — a4” nd(a—nd)md — 


Nun ist, wie vorhin, mn, oder mn. Ist ın grösser als r, so ergiebt sich 
4) arld+md — (a—nd)(a—nd+d) .. . (a—2d) (a—d) ala+d)(a+2d)... .(a+(m—n—1)d) 
(a—nd)(a—nd-+d)...(a—2d)(a—d) 
— a(a+d)(a+2d) .... (a+(m—n—1)d) = amd, 





Ist nn, so findet sıch 


3 RER TR ER (a—nd)(a—nd+d) ....(a—(n—m+1)d) | we 
BR (a-nd)(a-nd+d)....(a-(n-m+-1)d)(a-(n-m)d)(a-(n-m-1)d) ....(a-2d)(a-d) 


1 
-— an- m)|d 


NE (a—(n—m)d)(a—(n—m+1)d)... (a—2d)(a—d) 


Aus (2. und 4.) erhält man amld-nld — arrid+mld wenn m>n ist. 





Aus (3. und 5.) erhält man amd-nd — a=rid+mld wenn mn ist. 
Demnach ist, wie auch m und rn unter einander beschaffen sein mögen: 
6) amnd — an-mid, 
Auf gleiche Weise folgt auch 
7) am-n)-d — a=ntm—d 
Von Facultäten, welche zwei’ Exponenten haben, lässt sich leicht auf 


solche übergehen, welche deren drei und mehrere haben, und es ist 
5) am—n+p—4.. td — (tm... d — ar gtm-+r...|*d — .... 
Dies führt zu folgendem sehr wichtigen Satze: 

9) Bei Facultäten, welche mehrere, durch verschiedene Zeichen un- 
ter einander verbundene Exponenten haben , können die Exponenten 
ohne Werthveränderung der Facultäten beliebig unter einander versetzt 
werden; oder: 

10) Soll der Werth einer Facultät, welche mehrere, durch verschie- 
dene Zeichen unter einander verbundene Exponenten hat, ermittelt wer- 
den, so, ist es gleichgültig, in welcher Ordnung die durch die Exponen- 
ten bedingten Factoren entwickelt werden. 


3* 
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Demnach hat man eine grosse Freiheit bei der Darstellung der Facul- 
täten. Es ıst z.B. 


mn +p—... Ed Rn —m— pp...) td — atftr tm...) ,,,, 


8, 

Wir wenden uns jetzt zu der Entwicklung des Begriffs einer Facultät mit 
gebrochenem Esponenten. Wir knüpfen die Entwicklung dieses Begriffs an 
den einer Potenz mit gebrochenem Exponenten. Eben so wie der Uebergang 
von einer Grösse, die als Potenz betrachtet wird, auf die Grundgrösse, aus 
welcher sie entstand, durch eine Potenz mit gebrochenem Exponenten darge- 
stellt wird: eben so wird auch der Uebergang von einer Grösse, die als Facul- 
tät betrachtet wird, auf die Grundgrösse oder Basis, aus welcher sie entstand, 
durch eine Facultät mit gebrochenem Exponenten dargestellt werden können. 

Demnach steht eine Facultät mit ganzem Exponenten zu einer mit ge- 
brochenem Exponenten ın der nämlichen Beziehung, wie Potenz und Wur- 
selgrösse zu einander. Diese Parallele wird deshalb folgerichtig sein, weil 
ein Potenz als eine Facultät betrachtet werden kann, deren Zunahme O ist. 
Wenn nun eine Grösse mit gebrochenem Exponenten andeutet, dass man die 
Grösse in so viele unter sich gleiche Factoren zerlegen soll, als der Nenner 
des Bruchs angiebt (welche Factoren also die Eigenschaft haben, dass sie, mit 
einander multiplicirt, die ursprüngliche Grösse geben), und dass man den ernen 
von diesen gleichen Factoren nehmen soll, so wird eine Facultät mit ge- 
brochenem Exponenten andeuten, man solle eine gegebene Grösse in so 
viele Factoren, als der Nenner des Bruchs angiebt, welche sich nach einem 
bestimmten Gesetze verändern (zu- oder abnehmen), und deren Product die 
gegebene Grösse wieder hervorbringt, zerlegen, und dann den ersten von die- 
sen Factoren (die Basis) nehmen. Demnach deutet eine Facultät mit gebro- 
chenem Exponenten ein Zerlegen in Factoren an, die einem bestimmten Gesetze 
unterliegen, und dann das Zurückgehen auf den ersten Factor (die Basis) insbe- 
sondere; oder, wenn man den Begriff allgemeiner stellen will: auf irgend einen 
bestimmten unter den darzustellenden Factoren. Dabeı versteht es sich, dass 
die zu ermittelnden Factoren denjenigen Gesetzen unterliegen müssen, welche 
bisher von den Facultäten im Allgemeinen aufgestellt wurden. Dies letztere wird 
um so weniger Anstand finden, da die Gültigkeit dieser Gesetze von positiven 


und von negatis en.Exponenten nachgewiesen ist. und da gebrochene Zahlen immer 
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nur Zwischenglieder von positiven und negativen Zahlen sind, folglich den 
Gesetzen, welche sich auf jene erstrecken, folgen müssen. 

Diesen Erörterungen zufolge kann es sich bei der Darstellung einer 
Facultät mit gebrochenem Exponenten nicht mehr um die bisher aufgestellte 
Form handeln, weil hier die Facultät nur ein einziger Factor ist, oder als sol- 
cher wenigstens gedacht werden kann, sondern nur darum, welche Gesetze von 
ihr gelten, und wie ihr Werth darzustellen sei. 

Man kann sich nun, um eine noch weitere Achnlichkeit zwischen den 


Potenzen und den Facultäten mit gebrochenen Exponenten herbeizuführen, 


des /Vurzelzeichens bedienen und 





md 
Varld 
schreiben, so dass folgende formelle Gleichung entsteht: 


mid R 
1) Varld — r 

In dieser Gleichung können rn und d das positive und das negative Zei- 

chen haben. 

Nachdem Begriff und Bezeichnung der Facultäten mit gebrochenen 
Exponenten festgestellt sind, werden sich leicht weitere Folgerungen daraus 
ziehen lassen. Soll eine um d wachsende oder fallende Facultät von rn Facto- 
ren in mFactoren zerlegt und die hieraus sich ergebende Basis dargestellt wer- 
den, so ıst dies offenbar Dasselbe, als wenn eine um d wachsende oder fal- 
lende Facultät von 2, 3,4 .... pmal nFactoren in 2, 3,4 .... pmal mFacto- 
ren zerlegt und die hieraus gefundene Basis angegeben werden soll. Dies 
giebt folgende Vergleichung: 

| 


nis Zn, In. pr. 
2) a aim = am Ed 


m... am 

Hieraus folgt, dass man den gebrochenen Exponenten einer Facultät 
beliebig umformen kann, wenn nur sein Werth unverändert bleibt. Dadurch 
erhalten wir leicht andere Darstellungen, wenn wir nämlich einen Bruch in 
andere Brüche, die ihm gleichbedeutend sind, zerlegen, oder mehrere Brüche 


in einen ıhnen gleichbedeutenden zusammenziehen. Setzen wir nämlıch 


u Es tl. ne... 
m m m m 

oder 
n p r t 
-=2E.+- ++... 
m q s u 


so ergiebt sich hieraus: 
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.,\ ud td u 1 u I 
3) {1 m ‚ u US Wi E4 m Eu m „ a; =d 

ld u... Iced a a ee 
4) (dm, e.V y s u; u + — G4d1I.s-U a 


Diese Ausdrücke müssen nun, da sie Facultäten bezeichnen, auch ihren 
allgemeinen Bildungsgesetzen unterliegen. Fs ıst folglich aus den Bestimmun- 
gen ın (8. 2. und 3.) 


n | ) | 


r C £ > q + + fe —iı 

>) 7 „ed m KL „td ( at Ed: 4 (a + ud)" | (a — p - d) © |&d 

) "lrd Pig ZBRATE Pi | 

6 am — as! En dl) | irn ALL u “al, +7 > Eule 0 ed 


Die Zeichen sınd gleichzeitig positiv oder negativ zu nehmen. Setzt man 


ER N 1 
m m m rel EEE 05 


so ergıiebt sıch 


n | 


- — td It 
) am| m nn 


mi 


zu 
— am "(ü- dm Pla 2. - m oo: AR 





Die Gleichung (7.) ergiebt sich auch aus (15. und 16. $. 3.) eh wenn 


1 } i 
dortr=n und „ statt zm gesetzt wird. Man kann nun auch die Operation, welche 


(7.) an jedem einzelnen Factor ausgeführt werden soll, nur einmal andeu- 
ten, und bemerken, dass sie an allen Gliedern der Facultät vorgenommen wer- 


den soll. Dadurch geht (7.) in folgende veränderte formelle Darstellung über: 


n 


d 
| ed je 
s) (I mn | = (a" m mi | 
Diese Gleichung fällt mit (23. und 24. $. 4.) zusammen, wenn r=n 


und — statt zn geselzt wird. Man sieht, dass man auf die frühern Gesetze 


geführt wurde, und dass sich die Richtigkeit der gemachten Schlüsse bestätigt 

Auch noch dadurch lässt sich zu andern Entwicklungen gelangen, dass 
man zuerst eine gegebene Facultät in die nöthige Anzahl von Factoren zer- 
legt, deren Verbindung die ursprüngliche Facultät wieder erzeugt, und dann 


für jeden einzelnen Factor die gesuchte Basis ausscheidet. Ist z. B. demzu- 


; } L "td k i z L 
folge die Facnultät PR “ darzustellen, so soll man die eine Facultät von n Fac- 
toren in zn Factoren zerlegen, die, mit sich selbst multiplicirt, ar#d ge- 


ben. Man kann nun a*'*d in nFactoren zerlegen und dann jeden einzelnen 


hieraus entstandenen Factor in mFactorenu, von denen der erste den Expo- 




















sense 
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nenten md haben muss. Es entstehen daraus mmrı Factoren, und man erhält 


folgende Darstellung für eine positive Zunahme: 


1| a Ei 
artd — an|!(a+d)#(a+2d|* " “nr (a+(n—1)d m|® 





| 1| 1 N 
x (at nd)= (a+n+ Da)” id “a a re .. (a+(&n—1)d)= 


x AO | (ara) m “ar zu)" m“ (at na m 





m 


Nd+d) A (a+(m- 1d+2u) nm‘ m“... (a+(mn-1)d)”“ 


Geht man nun auf die erste Factorenreihe zurück, so ist 





x (a+(m-1) 





n | 


ar I Ind RI na 
9) am — am“ (a+dın. ir (a+2d)». mm . (a+(n—1)d)' 
oder, in anderer formeller Darstellung: 


Ind 


n | 


1 
—— A 
10) am = (a m, 


Eben so ist 


Ba N n« 4 In ur 
11) am DE u ER “ a— lm! D.& (a—(n— 1)d)"7"" 
Bu — (a er „Iond 


Diese Ausdrücke sind ns wie die in (27. S. 3.) gefundenen, wenn dort 


n=n und r= my gesetzt wird. 


Das Gesagte lässt sich leicht auch auf Facultäten mit gebrochenen ze- 


gatıwen Exponenten ausdehnen. Es ist 


ARE. & a se / er 

12) a za n nm za "a2: " a u a D) a. 
P\ 2 +4 +r + a 
—h :(a—-+d) (a E33 8 ya? (a s Djmi ‘ 


| d 


m; 


pP 9 4 


m... _ -  — sr —_ Pl ) ar 1| zn ml 
13) a | "za Baba: za Kar (a + wi 


..% 


+g+r „Z 
pegnt 4jüh 





ei. +4, 2 —a 
== 1:(a+ 2; d)" (a+! = d) „ı (a+ 


—_ td E=2E-2. u Bi pP „ld p vr „+ 
14) a" =aı ı. ı—n | rg) > ia a u 


ld _ + p r t ld 
| az, +); (aF(, ara. er 


) 
ze } (a#.d): 
u. s. w. Auch bier zeigt sich, dass die in (8.5. und 6.) entwickelten Gesetze auch 


von den Facultäten mit gebrochenen Exponenten gelten. Eben so gelten die ın 
($.6.) gefundenen Gesetze auch von Facultäten mit gebrochenen Exponenten. Es ıst 
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« is Eisei ne —? = 
15) am“ re anl(a+ td) tar -Byayil.... 





N . n 
=a: ac 


a 


ana (a Baaıl® 





(a+ e - 2a! 


Pi. == 2 am (a— e ._ al... 














ARE 
u. s.w. Ferner ıst 
) am 4. = am - ig an 
a 
A | . 1— 

Bernd j (a ; 

D 

(a—(7 = 0) . 

= art at „Id 











u.s. w. Dies zeigt, dass alle in den Paragraphen (2. bis 6.) aufgestellten Ge- 
setze allgemein sind und von ganzen, so wie von gebrochenen Exponenten, 
also auch dann noch gelten, wenn ganze und gebrochene Exponenten mit ein- 
ander in Ferdbindung treten. Specielle Fälle ergeben sich hieraus leicht. Wir 


heben folgende heraus: 


17) —L d l 
4 d q\| — Zn .r 
(a— > dr‘ 
} von id 1 
18) a Te —— 
(a+7 .d): Ju 


pP nı j ngatmp| | 


19) Pe, (a+- - d)8 An — a? da+ z m“ ze u u! 
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n 


20, ae 1 im ze 





vr ____ a nn 


(a Ey (a-(. Days" (a? "(al +" 2 





Pla 
21) u = at. = a (a+ dhyr\d — anld(arnd)e|? 


Die letzte (21.) ist eine sehr wichtige Gleichung. Wir geben ihr daher 
folgende vier besondere Formen: 


5 2) ENT Tu - d( ag-+-pd )” ı 09 ra (ay+-pd)( ag+pdtgd Ion .( aq+-pd+( n—1 1)gd) ) 
un d q — =a' nn n 
q q 


| 
= ula+d)(a+2d)....(a+n—Dad)(atnd)ı " 








= a“ ig (a+ ri (a+, FR d)(a+ „d+2d).. (at, d--n—1 )d) 





wu a | 
23) a en dla! „Da = d—= ard(a+ nd) y 
PR a _ (apa) !)\(aq—pd+4d) . .. (aq—pd+(n— 1)gd) 
(a-Layr a-Bayeh. q 
q q 
ER un ei .(a+(n—1)d) 
(a-Hnd— ! d) A | 
q 
i E —nld Lid P: ni. Part Ed 
24) ao =aı (a+,.d) nd — ard(a—nd) a! 
P\qa p |, 
a1! .q” 2 (a—nd) \ 


(ag+pd—d ) (ag+pd—2d)....(ag+pd—nd) —— (a—d)(a—2d) ....(a—nd) 


nn A. BEE « ) > 
25) aı “a TE 71° 


er BEE q ES en © 7. NZ 


p| a 
(a— Bay 4 a. .(ag—pd—nd') (a- „D “(a- Z d-nd)"\4 
{ 





1 


— m m —— - —— 


u (a-d)(a—2).. ‚(a-nd)(a-nd—Bayı“ 


Geht +d in —d über, so ergeben sich die hiedurch bedingten Aus- 
drücke aus (22. bis 25.) leicht. Ist z. negativ, so ıst nicht jede von den For- 
men (24. und 25.) gleich brauchbar. Aus (21.) ergiebt sich der Zusammenhang 


: Pla Pla : . 2. . i 
zwischen a?“ und (a-+nd)«“. Die Gleichung (21.) eröffnet eine Keihe von 
Sätzen, die vieler Anwendungen fähig sind; wie sich im Folgenden zeigen wird. 


Es ist von selbst klar, dass die Anwendung auf Facultäten mit Zahlen- 


Exponenten den bekannten Gesetzen unterliegt; wobei nur zu bemerken ist, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII, Heft 1. 4 
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dass die Rechnung mit diesen Exponenten mehr Mannigfaltigkeit hat, als die 
mit Wurzelgrössen. So ist z. B. 
ad ka all(a Hd) = ailt 
abd = 
(a+4d)3!d 


ı|,} 


add — ardla+ dl) € u amııla— 1d)3d 


u. s.w. Die in diesem Paragraph gefundenen Gleichungen deuten Operationen 
an, und sind formell. Sie dienen daher, die gegebenen Ausdrücke auf an- 
dere Formen überzuführen. Den FVerth einer Facultät mit gebrochenem Ex- 
ponenten aber geben sıe nicht. Wir werden daher auf die Aufgabe geführt, 
den /Verth einer Facultät mit gebrochenem Exponenten darzustellen. Wie er 


sefunden wird, soll ım Folgenden gezeigi werden. Zu dem Ende sind die 


Facultäten in fRerhen zu entwickeln. 
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$. 8. 
Die Entwicklung einer Facultät in eine nach den Potenzen der Zu- 


nahme geordnete Reihe ergiebt sich aus den bekannten Ausdrücken: 
1) (z=*u,) (= 4,) 2.02 («=#a,)=.2"ECa”+ Cr C’2”? Der (—Y’C"x" 


Eu A, a .. 
a 1 u 2. n-2__ (3 —n-3 nl un 2 
2) («#a,)(a+a,)(&#a,) ... (aa) FÜ ROLE. (A" Ca? 
(a), @,, a2 .... qa,), 
wo 
C zu Kl a a AT 
(a1, 0,5 4; .... @u) 


die Summe der Verbindungen ohne Wiederholungen aus z Elementen zur 
ersten Classe und 
Da U IA EEE RE N 
(aı, Qa, Qy +... On 
die Summe der Verbindungen zit Wiederholungen aus rz Elementen zur er- 
sten Classe ist. 
Aus 1. und 2. erhalten wir folgende Ausdrücke für die vier Formen 
einer Facultät mit ganzem Exponenten: 
3).,x0a”“ a” +C(l,2, ....n—Da"d+Cil2,.... n—1a”?d 
+ .... C(1,2,.... n— 1) ”ad" 
a — C(1,2,.... n—1a”’d+C(l2,.... n— 1)a”?d 
— ... (41,2, .... a —1)"!ad"" 
ui 2 Las 1 
Ta 7 (aZa)la-%).... (and) 
a”+C'/(1,2,.... n)a”"d+ C(l, 2, .... n)a””d 
= be 7; 0 Te SE u zu mr 
| 1 1 
6) ar (a+-nd)"'-d AT (a+d)(a+2d)(a-+3d)....(a-+-nd) 
= a" — (1,2, 2... n))a"d+ CC, 2... n)a”?d 
— 2 HEJCT, 3.2. tar... 


Diese Ausdrücke sind bekannt. In dieser Form sind sie jedoch nicht 


4) a”! 


I 





brauchbar. Sie lassen sich zwar durch Ausführung der angezeigten Verbin- 


dungen: zur entwickelten Darstellung der Facultäten ‘mit ganzen Exponenten 
4* 
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benutzen, aber nicht für gebrochene Exponenten. Letzteres wird erst dann 
möglich, wenn man an die Stelle der Ausdrücke 

C(1,2,...n—D, C(1,2...n—12% C(,2,....n—1?.... 

S) AR Er; CARL Ba: 20), ul ce TE mE, (ARE 


Formeln setzen kann, die ihre Werthe in entwickelter ‚Darstellung geben. 


Ä 
4 


wo 


Diese Formeln müssen offenbar Functionen von rn sein. Gelingt es, sie dar- 
zustellen, so ıst die Aufgabe gelöset und das Gesetz für die Entwicklung der 
Facultäten mit ganzen und gebrochenen positiven und negativen Exponenten 
gegeben. 

Nach den obigen Bemerkungen können wir die Ausdrücke in (7.) all- 
gemeiner auch durch 

9) Pia), . Pu), 8. 
darstellen, wenn wir der Reihe nach unter den Ausdrücken in (9.) die Func- 
tionen für die Vorzahl des ersten, zweiten, dritten Gliedes u. s. w. in a®d ver- 
stehen. Danach ıst 
10) “= a"+ F(n) a” d+ F,(n) a” ”d’+ F(ln)""R+.... 
Die entwickelte Darstellung von a®'-@ ergibt sich aus (10.), wenn —d statt 
+d gesetzt wird. Nun ist früher gezeigt werden, dass für a7” und and 
die nämlichen Gesetze gelten, und dass aid aus anld abgeleitet wird, wenn 
man —n statt + rn setzt. Wenden wir diese Bemerkung auf (10.) an, so 
muss folgerichtig 
11) = a”+F(n)a”d+ F(—n)a” + F(— na" "’P+.... 

sein. Aus (11.) findet sich die entwickelte Darstellung für a4, wenn —d statt 
+. gesetzt wird. Nun sieht man leicht aus der Vergleichung von (10, und 11.) 
dass die Entwicklung der Facultäten mit positiven und mit negativen Exponenten 
auf einer und derselben Grundform beruht und dass aus jeder von den bei- 
den Formen alle übrigen abgeleitet werden können, wenn —n statt +r und 
— (] statt + d gesetzt wird; woraus vier Fälle entstehen. 

Durch diese Bemerkungen ist die Aufgabe darauf zurückgebracht, nur 
die eine Art der Functionen, die wir allgemein durch F,(n) und F,(—n) be- 
zeichnen, entwickelt: darzustellen. Dies kaun auf unabhängigem oder zurück- 


laufendem Wege geschehen. Es sind schon manche Versuche gemacht wor- 


den, diese Aufgabe zu lösen. Man hat aber immer nur die Versuche auf die 
beiden Fälle F,(n) und F,(—n) ın ihrer Specialität gerichtet und nie den 
allgemeineren Standpunct betreten, welcher die Bildungsgesetze auf einmal giebt. 
Bei dieser Isolirung blieb auch Aramp stehen. Hält man den allgemeinen 
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Standpunct fest, so vereinfacht sich zugleich die Aufgabe und man hat den 
Vortheil, allgemeinere Resultate zu erhalten. 

Die Gleichungen (10. und 11.) geben vorerst nur formelle Darstellun- 
gen, da wir die durch sie angedeuteten Gebilde nicht kennen. Da wir aber 
durch die Gleichungen (3. und 5.) schon andere Darstellungen gewonnen ha- 
ben, so führt uns die Vergleichung dieser Entwicklungen zu einem wichtigen 
Resultate. Ä 

Die Functionen 

F(n), Fin), F;,(n), F,(n), .... 
stellen nämlich der Reihe nach Gebilde vor, welche entstehen, wenn für 
C(1,2,....a—D), C(1,2,....n—1)’, CG(1,2,....2n—1)’, C(1,2,....n—1)'.... 
algebraische Ausdrücke gegeben werden. Eben so stellen die Functionen 
F,(—n), F,(-n), FR(—n), F,(—n),.... 
der Reihe nach Gebilde vor, welche entstehen, wenn für 

A, sun) CN L2,.:. 0 NR ur) Bf, 
algebraische Ausdrücke gegeben sind. ‚Da nun dem Obigen zufolge F,(—n) 
aus F,(+n) und umgekehrt abgeleitet wird, wenn —n statt + n gesetzt 
wird, so wird dies auch von der zweiten Art von Gebilden gelten (7. und 8). 
Daraus erhalten wir folgende wichtige Gleichung: 

12) SCKL2,... „= SC(1,2,.... n—1)', 
wenn in dem: einen Ausdrucke —n statt +n gesetzt wird. Unter SC/(1,2,.... 2) 
ist nämlich der algebraische Ausdruck von C*(1,2,....n)" und unter SC(1,2,....r-1)" 
der von C(1,2, .... n—1)' zu verstehen. Die Bedeutung dieser Gleichung 
ıst folgende: 

13) Ist der Summenausdruck für ' die Verbindungen mit Wiederho- 
lungen aus Elementen zur rien Classe gefunden, so ergiebt sich der 
Ausdruck für die Verbindungen ohne Wiederholungen aus n—1 Elemen- 
ten zur nämlichen Classe unmittelbar, wenn in demselben —n statt + nn 
gesetzt wird. Und umgekehrt: 

14) Ist der Summenausdruck für die Verbindungen ohne Wiederho- 
lungen aus n—1 Elementen zu irgend’ einer Classe gefunden, so ergiebt 
sich der Ausdruck für die Verbindungen mit Wiederholungen aus ı Ele- 
menten zur nämlichen Classe unmittelbar, wenn in demselben — rn statt 


-+n gesetzt wird. 
Es versteht sich von selbst, dass diese Uebertragung nur dann möglich 


ist, wenn der gefundene Summenausdruck eine solche Gestalt hat, dass durch 
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die Einführung ein reeller Ausdruck entsteht. Nicht alle Ausdrücke werden 
diese Eigenschaft haben. 

Der vorstehende Satz .ıst deshalb von grösser Wichtigkeit, weil er 
die Entwicklung der Facultäten ın Reihen einem eben so: allgemeinen Gesetze 
unterwirlt, als dasjenige ıst, welches für das Binomium gilt, und weil dadurch 
noch andre Entwicklungen in der Analysis, die bisher gleichfalls vereinzelt la- 
gen, unter das nämliche allgemeine Gesetz gebracht werden können; wie es 
sich später zeigen wird. 

Wir wenden uns nun zur Aufsuchung der Ausdrücke von F,(n) und 


F,(—n). 


$. 9. 

In meinem Differenzen - und-Differentialcaleul ($. 127. Pg. 216 u. ff.) 
habe ıch bei der Bildung: der Unterschiede der Potenzialfunctionen gezeigt, 
dass sıch die Vorzahlen der einzelnen Glieder durch Versetzungen‘ der Facul- 
täten zu bestimmten Summen und durch die Verbindungen mit: Wiederholun- 
gen darstellen lassen. Hieraus folgt die' Gleichheit der beiden letzten Arten von 
Gebilden. Die Gleichung, welche man ''hiedurch erhält, ıst 

Rn Im+nl Kan) ! 1 1 bu; 

I\ SET Busen Mi Mr — ab P‘s(m+n); ji’ 12° 131 ae Te) 

Nach Vorschrift dieser Gleichung sind hier die Versetzungen mit Wie- 
derholungen zur Summe m-+-n in der nten Glasse zu bilden; wobei die höch- 
sten Factoren der augezeigten Facultäten als Elemente dienen. : Die Auf- 
gabe zeigt sich ın der vorliegenden Form als unbestimmt, so lange m und n 
nicht bestimmte Werthe bekommen. Sie wırd aber bestimmt, wenn man die 
Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe m-+-n auf die Verbindungen 
zu bestimmten Summen, oder, ‚was dasselbe ist, auf die Zerfällung der Zahlen 
mit Wiederholungen zurückführt, dieselben niederschreibt und angiebt, wie 


oft die bei einer Zerfällung vorkommenden: Elemente unter ‚sich Versetzungen 


eingehen können. Diese Anzahl wird eine Function von ın sein. Bezeichnen 
wir die dabei nöthigen Ausdrücke der Reihe nach durch N, Ns, N; ...., so 
geht der Ausdruck (2.) in folgenden über: 
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2) SC’1,2,..n)® = a [ ehe 
+ 1, nlıgzji er 1% -+ N,” "1 m Lyn-2 +N,” 1-2 174 = wi 
+ N,” Im ans HI men Ilyn—3 ” 
+ N,” 1 fear Sri ayate 


jm at j21 121 [21 (Ri 


In diesem Ausdruck sind mn und n veränderlich. Beschränkt man sich 


auf ein bestimmtes m, oder nimmt m beständig an, so kann n von 1 an wach- 





sen und die ganzen Zahlen durchlaufen, _ Geschieht dies, so nimmt ‚Summe 


und Classe in (1.) um die Einheit gleichzeitig zu, während das höchste Ele- 


1 ’ ul ern 
ment 7... unverändert bleibt. Es kommt daher der in (32. Pg. 28.) meiner 


Combinationslehre aufgestellte Lehrsatz zur Anwendung, nach welchem 


3) C’(ls(2m); a,,4;,... An41)" = C(s(2m+1); a,,02,... Any) 


= CkbsRm+ Di; a,0..:0,\ rm .... 


Nach diesem Satze tritt eine bestimmte Anzahl von Verbindungen, die von m 
abhängen, auf, die nicht überschritten wird. Das Schlussglied in (2.) nimm! 
c 


daher folgende Form an: 


1 


4) Din AT ln ' 


Diesen Bemerkungen zufolge lässt sich (2.) auch so darstellen: 
5) SC(1,2,... n)"=\n+1)" "| N, C/(s(m+1))'-+N,C/(s(m+2))-+-N,C(s(m#+3))’-+.... 
+ Naar © (s(2m — 1))"""-++ Nm“ (s(2rn))" | 

2. 1 1 1 1. 

12!’ j?11’ 1:!’ RR 1°’ “+ ) 
Beı der Ausführung der vorgezeichneten Operationen ist eine bestimmte 
Zahl von Versetzungen auszuschliessen, sobald mehrere einander gleiche Ele- 
mente vorkommen. Nimmt man diese Bemerkung ın den Calcul auf und führt 
die Werthe von N, N,, N, .... ein, so ergiebt sich folgende allgemeine und 


unabhängige Bildungsweise für die Summenausdrücke der Verbindungen mit 


Wiederholungen 
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% m my N 2 1 1 1 
6) SCKL2..n)”"”=(n+1) Imm+n" (mtrıptnn +...) 
3-1 Ei DM 
+n (ip BETTER: + 1-21 31721 + 1-51 j2l1 ja tr. ». R 
1—1 l Aue. 
+n (7 112 121 1211x J31 u TZEI EN EIN EISMAEN +... ) 
m-li-l1 ___ l 
) nm B3| (1: Dm-2x 7-2] 


1 
+ n"!! —_ 


(12ayrx li |. 

Die Anzahl der Versetzungen, welchen wegen der gleichen Facultäten 
in diesem Ausdruck auszuschliessen sind, ist durch das Zeichen (x) angedeu- 
tet. Setzt man nun ın (6.) der Reihe nach die Zahlen 1, 2,3 ..... statt zn, so 
erhält man ohne alle schwierige Rechnung folgende Ausdrücke für die Summen 


der Verbindungen mit Wiederholungen aus n Elementen zur lten, 2ten, 3ten, ... 


Classe, also folgende Ausdrücke für Fı(—n), RB(—n), F,(—n) ....: 
) Kit) =ia) ”) 
. 3 
SC(1,2,...n)”, = (l+ ST) In]; 
(n— 12-1 
SC’1,2,....n) = (1+2(n—D+\ nut. In] 


SUTE2.., u +! (n—1)+: (n— 41) n]. 

SC/1,2,...n) = (1+8(n— D+ aD’ HH aD ln), 

SC(1,2,..n) = (+ (mn) + En + aD Hanni 
+, (n— 1’ [rn]; 





SCA,2,..n) = (+ D ++ nn)" 
+ np 4 En] 
SC(1,2,..n)= + nd) + ann)" 


+ mn En 14 IM) [n], 


SCA1,2,..n, = (1 +92(n—)+563(n "+ (n-1 a2 Pi 


298 a, ill, 
+. (a4 aD + Zn) In]. 


*) Im Folgenden wird der Kürze wegen, und um den Setzer zu erleichtern, das Zeichen [n]; 


pi nn 1) (n-+2) . (n+pP—]) npl-l n(n—I1)(n—2 El 
statt — = — 7- 123 .p . u. (n), stalt u = = ze Bi 2 gebraucht werden. 


1>|! 
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u. s. w. Eine andere Entwicklung giebt folgende noch zweckmässigeren 
Ausdrücke: 
5) SCL2..n)" =[n |] 

SC/1,2,..n)? = an -[n]}; 

SCa2..n® = Inhln) 

CR VOR VER m ei ne 


. 10 In?—2 
SC’1,2, ...n)’ = nt j zur e — In k 


63n? ee +315n’ — 912? — 42n +16 























SC’1,2,...n) Fe. Te _tuf 2. 24 In h 
ö m 9n° + 63n° + 1051?! — *— 42n’ 16 
ROTOR PER. u... nie iu un de 
; 135 1 6+-3150n?+840n!—2345n?+540n?+404n— 144 
CR WEN El ll ustnmes nn bil nn nam 
120.2 
u. SS. W. 


Wenden wir nun den Satz (12. $. 8.) auf diese Ausdrücke an, so er- 
halten wir unmittelbar folgende Summenausdrücke für die Verbindungen ohne 
Wiederholungen aus »—1FElementen zu den verschiedenen Classen: 


9) 814,2... n—N=(n), 

SC(1,2,..n—1? = (—1 +, (n+D)) (n); 

132 
Ta) 





SCA,2,..n—-1? = 1— 2 (n+1)+ 
SCA,2,..n-1) = (—1+(n+ mans + (n+D®")(n), 
SCA,2,..n—1) = (1-8(n+1) + (n+ 1) "—%Xn+1)?" 
Ra +D")Kn). 
SCA,2,..n1 = (— 141. + 1) En + VD" ++" 
+ ++") (in); 


oder, durch eine andere Entwicklung: 


Di 
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10) SCA,2,..n—1) = (n), 
3n—1 
SC(1,2,...n—1)? = ——(n), 


SC(1,2,..n—1)’ = (n)(n): 
15n° — 30n? +9n+2 














SC1,2,...n—1)' = : 78 —Än) 
u h In‘ — 10n° +In’+2n 
SC(1,2,...n—1)’ = 16 “(n)% 
| — 315 ‘+315 ”+91n? —12 — 16 
SC(1,2, . n—1 = =. x ad 1%: a 2 - (n)- 
r 9n° — 637° + 1057‘ +7n’ — 42n’— 16n 
SC(1,2, + =) u ie oT EEE 6. 24 a ne (n ) 
ur | 1 -126 6+3150n°-840n?-2345n°-540n?+404n+144 
SCH.3.. DEE 0 in 


Wir theilen noch eine zurücklaufende Bildungsart für die Summen- 
ausdrücke der Verbindungen mit und ohne Wiederholungen mit. Es ist be- 
kanntlich | 

11) SC(1,2,.... 2)” 
—=nSC(1,2, .... 2—1)”"+Hn—1)SC(1}2....n—2)”"+(n—2)SC(1,2,....n—3)”"+ 
Bezeichnet man den Summenausdruck für diese Verbindungen zur »ten Classe 
durch %(n*), so ıst aus (11.) 
12)  SC(1,2,....n)” = Ingp[(na—1)*] 
Zur Auffindung der Summenausdrücke benutzen wir folgende leicht zu recht- 
fertigende Gleichung: 
13) S(A+n)[n]|, = (R+VW)[n] a +(r+D[Rr—1]:e: 
Es ıst bekanntlich 
SC E32...) = [n].. 
Nun ıst nach (11. und 12.) hieraus 
SC (1,2,...n) = Zn[n—]1}.. 
Wird also in (13.) na—1 statt n und R=1, r=2 gesetzt, so ergiebt sich 
SC(1,2,..n) = 2[n —1,+3[n — 2]. 
Behandelt man nun den eben erhaltenen Ausdruck wie vorhin und setzt ın 
(11. und 12.) 3 statt m, so findet sich 
SC (1,2,..n)’ = 2&8n[n —2),+38n[n — 3]. 

Hier müssen beide Ausdrücke rechts nach (13.) behandelt werden. Dies 

geschieht, wenn zuerst n - 2 statt „, A=2, r=3, und dann n 3 statt n, 


Rh=3, r=4 gesetzt wird. Dies giebt 
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SC(1,2,...n) = 2.3|n — 2, +2.4[n —3], 
+3.5[nr —3],-+3.5[2 —4]e 
= 2.3[n— 2), +20 [2 —3]),+15 [2 —4],. 
Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man die gesuchten Ausdrücke, und 
das Ableitungsgesetz tritt deutlich hervor. Nennt man die Vorzahl des gten 
Gliedes im Summenausdrucke, welcher für die mte Classe gilt, A/‘, so hat man 
folgende Ableitungsgleichung: 
14) A=(m+g4-D[AS +47. 
Daraus entstehen folgende Ausdrücke für die Summen der Verbindungen ohne 
Wiederholungen: 
15)  SC1,2,..n2—1l)' = [n—1], 

SC1,2,.. 2—1)’ = 2[2n—2],+3[n—3], 

SCA,2,..n—1)’ = 6[n—3],+20[2—4];+ 15|2r —5], 

SC1,2,...2—1l)' = 24[n—4],+ 130[2—5]), + 210|2—6];+ 105] — 7]: 

SC(1,2,...2n—1)’ = 120[n—5]; + 924[n— 6]; + 2380[2— 7]; 

+2520[2—8]),+945[2— 9], 

SC(1,2,...n—1)° = 720[n—6); + 7308[n— 7), + 26432. —8], 

+44100f7—9),-+3465012—10],+103951n—11],, 

SC(1,2,..2—1) = 5040(n—7)-+64224[2--8]),+ 303660[2— 9], 

+ 705320 [2 — 10] ı,+866250|2— 11], 
+540540[n—12],,+ 135135 [n—13] , 
SC(1,2,....2—1)’ = 40320| 2—8],+623376[2—9],0+3678840 | »— 10 |,, 
+ 11095780[n—11]2+ 188585840 [n—12].; 
+ 18288270[2—13]4,+9459450[n—14 |; 
+ 2027025 [n—15],, 
u. Ss. W. 

Dies sind die Ausdrücke, welche Kruamp (Anal. d. relr. Pg. 75.) ge- 
geben hat. Der von Aramp befolgte Entwicklungsgang ist von dem hiesigen 
verschieden. Aramp hat nur die Vorzahlen bis zur siebenten Classe berech- 
net. Hier sind sie um eine (lasse weiter berechnet. Man sieht, dass die 





Vorzahlen ungemein schnell wachsen, daher sehr unbeweglich und also bald 
beinahe unbrauchbar werden, während die in (7. bis 10.) aufgestellten Aus- 
drücke diesen Fehler nicht haben. Man kann sie etwas beweglicher machen, 
wenn man die allen Gliedern gemeinschaftlichen Factoren ausscheidet. Da- 


durch erhalten sie folgende Gestalt: 


5 * 
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20088... 
SCA,2,... 
SCA,2,.... 
SC,2, 
SCA,2,... 
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n—1)' = (n), 
n—1)? = (2+(n—3)) (n), 


2-1 
n 1} = (6+4(n 4) + 


) (n)ı 
5) ru au ')(n ),; 
n_1) = (120+132(2 —6)+ On 6 + 5(n 6) 


Kt. 2 
+7 )ad% 


n—1)' = (24+ (n—! I)+-Iln— 


SC(,2,...n—1 = (7 _ u 7 + En + a7 
+ = (n— 7) +,(n — 7) "!)(n), 
SCA,2,...n—1) = (5040+7136(n—8)+3374(u—8)"4+ Mn)" 


w endet man uun auf (15. und 16.) den Satz (12. S 


hält man 


17) 


18) 


mit Wiederholungen nach der nämlichen Methode finden. 


+STdln syn 8 + u (ns 


.8.) an, so er- 


SC(1,2,..n2)"= I[n) 

SC'(1,2,..n) =— 2[n)+3[n], 

SC12,..n)”= 6[n\,—20[2],+16[n]; 
SCA,2,..n)' =— 24[n];+130 [rn], —210[2];+105 [7]; 


SCA,2,... 


SC1,2%,... 
SC'A,2,... 


SCHU,2, 
Le) = (MH n+5) 54ER), 


2.....n)? = (120-132(n+6) + (nH6) HL], 


SC’a, 
sc’, 


DM: Te 


n’ = 1202]; — 924[n]; + 2380[7]; — 2520|], +945][r2]1o 


ze, ar a ae a Ze ie En 00 2 u Du Se er ZU’, SU ER Zu u To Wer 0 GE Zu 


n)? = (—2+"(n+3)) [r]; 
n) = (6— An+4)+t4® * [r], 


Er u RE ee’ nut TEer SE Tea Den vum SEE us BE Bob Ze Fe u En 3 EW SEE SE rer ee u, 9 NT. ZT 


Eben so leicht lassen sich die Summenausdrücke für die Verbindungen 


Für sie erhält man 


folgende Gleichung: 


—=nsSc’1,2,.... n)""+(n—-1)SC(1,2,...n—-1)""+(n—2)SC/(1, 


also 


19)  SC’/(1,2,.... 2)” 


2,..n-2)”" .... 


20) 


SC’(1,2,.... 


n)" = Iny(n”). 
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Nun ıst SC/(1,2,...n)' = [rn], und wenn in (13.) m=2 und dann R=V0, 
r=?2 gesetzt wird, so ergiebt sich 


SC’/(1,2,....n)’ = In.In]), = In, +3pn—1],. 
Um den Calcul weiter zu führen, ist in (20,) m=3 zu setzen. Dies giebt 
SC'(1,2,...n) = In.In,+3>&n.In—1],. 


Man hat nun beide Ausdrücke rechts nach (13.) zu behandeln und 
R=0, r=3, n—1 statt n, und A=1, r=4 zu setzen. Dies giebt 


SC’(1,2,...n) = In], +4In—]], = [„]),+10[2—1],+ 1517 — 2], 
+3.2[n—1],+3.5[n—2] 


Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man folgende Ausdrücke für die 
Summen der Verbindungen mit Wiederholnngen: 


21) SCA,2,...n)' = [n], 

SC’(1,2, ...n)” = [In], +3[n—]], 

SC(1,2,...n)’ = [In], + 10In—1],+ 15[n— 2]; 

SC’(1,2,...n)' = [n],; +251fn —11,+ 10512 —2];+ 10517 — 31: 

8C’/(1,2,....n)’ = In, +56[n— 1}; + 490In— 2]; + 1260 [n— 3], 
+945[n—4], 

SC’/(1,2,...n)° = [n];+119[n—1],+ 191817 — 2], + 945017 —3],, 
+ 17325[2— 4], + 10395 In — 5],; 

5C/(1,2,...n)' = [n]+246[7n—11,+ 68251 — 2], + 96950 1n——3 |, 
+190575In-412.+270270[2—51,+ 136135 [n—61,, 

SC’(1,2,...n) = In, +5011n--1]+ 2293512 —21,,+3029951n—3],; 
+ 1636635 [2 — 413 + 4099095 In — 51, 
+ 472972517 -- 6)5+ 202702512 — 7]. 


Das Ableitungsgesetz für die vorstehenden Entwicklungen ıst 


22) AM=(m+g- DAS +gA". 


Kramp hat (Anal. d. refr. Pg. 76. et 77.) die in (21.) angegebenen Ans- 
drücke mitgetheilt, jedoch nur bis zur 7ten Classe. Auch diese Ausdrücke füh- 
ren bald zu grossen Zahlen; wie leicht zu sehen. Wendet man auf sie den 
Satz (12. $. 8.) an, so hat man für die Summenausdrücke der Verbindungen 
ohne Wiederholungen: 
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23)  SC(1,2,...n—1)' = (n), 


5C(1,2,... n—1) =— (n),+3(n+1), 

SC(1,2,....n—1) = (n),+10%r+1),+15(n +2), 

SC(1,2,...n—1)' =— (n),+25(n+ 1), — 1W5(n+2),+105(n +3), 

5C(1,2,...n—1)’ = (n),—56(2+1);,+490(n +2), — 1260(2 +3); 
+945(n +4) 


Scheidet man nun in den Ausdrücken (22. und 23.) die den Gliedern 
germeinschaftlichen Factoren aus, wie ın (15. bis 18.) geschah, so wird man 
durch die hieraus sich ergebenden Abkürzungen auf die in (7. und 9.) ge- 
fundenen Gleichungen geführt. Ueberblickt man die in diesem Paragraph 
gegebenen Ausdrücke, so zeigt sich leicht, dass die Formeln (8. und 10.) die 
zweckmässigsten sind. Alle übrigen hier gegebenen Entwicklungen müssen, wie 
natürlich, auf sie zurückführen, und die Formeln haben die nämliche Bedeu- 
tung für die Entwicklung der Facultäten in Reihen, wie die Vorzahlen des 
Binomiums für die Entwicklung des letztern. 

Es werden sich noch auf andern Wegen Summenausdrücke für die 
Verbindungen mit und ohne Wiederholungen finden lassen. Dies ist aber 
weder unser Zweck, noch unserer Ansicht nach Hauptsache. Die Auffindung 
des allgemeinen Gesetzes ist der Hauptzweck, und diese ist in diesem und dem 
vorigen Paragraph ausgeführt. 

Wir setzen jedoch noch einige andere Summenausdrücke für die Ver- 
bindungen mit und ohne Wiederholungen her, die in bestimmter Beziehung 
allgemeiner als die vorstehenden, in so weit aber specieller sind, als sie nur 
für die eine oder die andere Art der Verbindungen gelten. Für die Verbin- 


dungen olıne W iederholungen ıst 


1:41 ( Ax)r 





le (1-+A) "san dr 
24) SC, +Az, Tau v+(n— N)Ar)r-- — | 2.\ +A 1" Be | 


Hier ıst 
le (1 + A)arid® — Arrldr ul 1 Marne + 1 ande ul 1Nanide, 


Für die Verbindungen znit Wiederholungen ist 
Araıtr 


23) SCca,c+An, +24 .... a+nAa) = Im Aryr 


l „ Mi 
= mm l@+tnde)" Tata) Hin),at ln 2)AR)” 


— (n),(2 + (n—3)Ar)'” 2... 1) .(n),a’”. 


Dass sich diese Gleichungen nicht auf die andere Art der Verbindungen 
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anwenden lassen, zeigt sich, wenn —n statt rn gesetzt wird, weil alsdann die 
Ausdrücke nach (15. $. 4.) verschwinden. Die beiden Gleichungen finden sich 
entwickelt in meiner Lehre von den Combinationen (26., 27. und 28. S. 48. u. ff.) 
und in meinen Forschungen in der Analysis (S. 71. u. ff.). Eine weitere ab- 
hängige Bildungsweise für diese Ausdrücke setzen wir hier her, jedoch ohne 


Beweis, nämlıch: 


hin 1 | | 
26) fe) Cl, 02... a)=(in-g+1% SC(a,, da .... d, . 
+In-g+11,5 Clay, az... a, +... .+In—-g+11,5C(a,az..a,)'+In-g+1,;. ) 


Hieraus ergiebt sich unmittelbar die Anwendung auf SC(1,2,3, ....n)*. 


$. 10. 


Um die Darstellung der Facultäten in Reihen zu erhalten, deren Glie- 


der nach den fullenden Potenzen der Basis und den stergenden der Zunahme 
geordnet sind, benutzen wir die Ausdrücke (3. bis 6. $. 8.) und (8. und 10. 


$. 9.). Sie geben 


| sn—1 
I) and=ar +(n),arld+ _- (n),a””d’+ (n),(n),a””d’ 


15n°? — 30n’ +5n+2 

















48 (n), a” "'d* 
3n* — 10n? +5n?-+2 - 
- "ir u  (n).a”d : 
63n° — 315n* +315n°+91n?— 422 — 16 ad 
+ 11 141 -(n),ad 
9n° — 637° + 105n' + 7n?— 42n?’— 16n a 
4 — 6.24 2. —(n,a”'d 


135n’-1260n°+3150n°-840n'-2345n°+540n?+404n+144 
- 151,25 





(Jar iP. 





Dieser Ausdruck ist allgemeiner und gilt für ein positives und negatı- 
ves, ganzes und gebrochenes n, für +d und —d, wenn die gehörigen Wer- 
the eingeführt werden. Für eine Facultät mit negativem Exponenten er- 


giebt sich 
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I Intl. #8 d’ 
2) a I=am"+ Inn eu 7 In, a + [nl;In], 3 
ü 15n° ’+30n’+ +an—2[ d* 
+ TR nl ri 
In‘ + 10n° + ? — 2n v Zn 
GERIEE ' Jam 
„630° +315n*!-+-315n° tue — 42n +16 d® 
24.24 Be [r2 7 +6 
Ye 9n° + 637°’ + 1050! — 7n’ "+42n? —+16n d’ 
Dun 1,8%, 00020 ns ri art" 


beiden Fällen hängt der Zeichenwechsel von d ab, wenn —d statt +d ge- 
setzt wird. Für einen gebrochenen Exponenten ergiebt sich folgende Formel: 
n ld nlq n? — mn n R In—m nimm n 


3 (1! m) ae da aa = dA m d+ gr . m 2 
) Ft 4m 1m? d 





nam, nt m n 
3 
21 Jill m6 am m” 














15n°’— 30n’m +Inm’+2m? nm ng M 
48.m° Puma 
In‘ — 10n’m +5n’m’+2nm? nem nn, 
UT Br Löim6 8" d 
637° — 315n!m+315n’m’+-I1n’m’— 42nm‘—16n° nm 26 . 
ri Jay + 79" d 
In —63n°m + 105n'm? + Tn’m’— 42n’m'—16nm?® m" 27 
PP 16 | ” Til 2” d 
Eben so 
.. ld _ n Eee ce 3nHm nm’ We 
\ m | nn rn m a - m 2 
nm n' m n 


3 
+ ji Tima md 


u 15n°+30n’m-+5nm’— 2m? nr _r_, 





48m? jman d 
In’ + 10n° m+-Inm?- _ - 2nm’ BER in Bi 
... 16mt Terme" d 
En 63n°+315n‘ m+315n"m —91n?’m’—42nm!+16m? n’" —._ 6 je 
dien 1 TE — m 





all, 1ellzm5 x Im? @ 


Der Zeichenwechsel der Glieder ; in @ und 4.) wird theils von z» und 
n, theils von d bedingt. Aus (3. und 4.) lassen sich leicht Anwendungen 


machen. Da es hier auf die Darstellung specieller Fälle ankommt, so geben 


wir folgende: 
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ı)d d. d: 5d 2ld: 3994° 8694° 536254’ 
5) ar = a(l—g ta 3 rt 303 gez gi +537 + 9377 - u, 
d d d 5d° 2ld‘ 399d° 
aA — a:(l + tr Tr anzt 2185 + ....), 


a ın.3d, 3d” 1050 16594 62374° 
ae ar(l+,, + joa + 377 + PILPE +9 +): 


au ' 3d 25d” 1054” 16594* 62374° 
u artl—;,+ 1282? “ie tt zz Ban IL +....), 
| d 104° 11d* 774° 
ad = al + 0 tz zu te 
14 nr 2d d?* 13d? 221d* 15474° 
a-ıd— as(l+ 32, tat 3 5a re +....)> 


ıld 3d 7d 2314? 103.774* 171.14634° 
al = al et et De ma ee 























u. s. w. Kramp hat in seiner Anal. d. refr. (Pg. 89.) gleichfalls Entwicklungen 
von Facultäten mit gebrochenen Exponenten gegeben, die ganz mit den hiesi- 
gen übereinstimmen. Die von ihm befolgte Methode ist (Pg. 69. bis 59. a.a. ©.) 
vorgetragen. Sie ist ziemlich weitläufig und die Ausführung der von ihm an- 
gezeigten Operationen macht viele Mühe. Dabei entbehrt die von ıhm ange- 
wendete Entwicklungsweise der Allgemeinheit und Einfachheit. 

Die in (5.) gefundenen Reihen convergiren stark, wenn ad, und 
selbst dann noch, wenn a=d ıst. Im ersten Falle sınd oft schon wenige Glie- 
der hinreichend, um den Werth einer Facultät mit gebrochenem Exponenten 


zu finden. Setzt man a=100, d=1, so ıst aus (5.) 


1 1 5 21 
Ba. BE: „züube SE. — FR 2 zS 
1007° = 101 556 + 1250000 + 1021.18 — 2768.16) 
— 10(1—0,00125 -+0,00000078125 — 0,0000000048828125 .... 
— 9,957507863 .... 
| 1 1 5 
4-1 __ + AT are 
100° = 10 Ar + 15000 WA) 
— 10.012507763 .... 





Diese Werthe können positiv oder negativ sein. 

Man kann auch jeden der ım vorhergehenden Paragraph gefundenen 
Ausdrücke für die Summen der Verbindungen wählen, um die Facultäten in 
eine Reihe zu entwickeln. Dadurch ergeben sich dann andere Formen für 


denselben Gegenstand, Die Gleichungen (85. $. 9.) z. B. geben 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXITI. Helft 4. 6 
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bar (na +[2(n),+3(n), E 
+ [6(n),+20(n),-+15(n),] n 
+[24(n),+130(n),+210(n);+105(n),] , E 

+ [120(n),+ 924(n)--+2380 (n),+252 2) 5 


Diese Formel! lässt sıch iu Facultäten von ul und es zogjabe Be 


er Br. 
art — ayl+- (n)»+2° N +3| +2 al. 
We :. 
+45 +6 ln), 
d’ d’ d? 
3135 +26 +24 ;|(n); 
+33 + %* 4 lt ) 


| Pa EEE ) 
Die Formel (7.) hat Crelle in seiner Theorie der analytischen Facultäten 
($. 50. No. 340.) aufgestellt. 


$. 11. 


Ehe wir uns zu weitern Anwendungen der bisher gefundenen Sätze 
wenden, wird es nöthig sein, einige Umformungen, welche mit den verschie- 
denen Elementen einer Facultät vorgenommen werden können, zu betrachten. 

Dividirt und multiplieirt man eine Facultät durch ıhre Zunahme so oft 


als der Exponent bestimmt, so erhält man 
! ) n\d use 


zn 1 "(7+DG +2)... (Z+n—D=dr(; Ah. 


Die Facuität wurde also, ohne W sr 06 in eine andere mit der Zu- 


nahme 1 umeeformt. Die Ay oılt für alle Werthe von n. Es ıst 


„‚d 


ur — nal dl 
am! = du(Z)m!! 


(2 P ie 
a RL n 
d" 
Wird (1.) mit @ multiplicirt und dividirt, so ergiebt sich 
\J 


DD) and arl"ie, 


4 


4) 
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Hier ändert sich die Basıs und mit ihr die Zunahme. Es ist 








1 I 
) —nd — 2” 2 
6) da "= d nt d ni d 
a"(1—n—) |a a”(1— —) | 
da a 
7 n|\d 


n | 


N Ed N. 3 
7) a u a am 1 2» 
Wird (1.) mit A* dividirt und multiphieirt, so findet sich 


I ah ‚al ah ah U’ al 
ya.) (+ 1)=4,(%) 


Die Zunahme einer BE kann in jede beliebige verwandelt weı 


den. Dies giebt 
hr h" 
9) .- = -_ 
l ’ / = 
er Br nhyr” da — hy) / 
d 


d 








10) se =(d)” un 


Wird (5.) mit 5* dividirt und nt so erhält man 
bd y bd bd 0" ui 
11) all or 6 + 2 A (rn) )= 61 


Die Basıs einer Mh u nahe ın jede beliebige umgefohni werden. 
Endlich kann auch noch Basis und Zunahme jeder Facultät gleichzeitig 
auf die Einheit zurückgeführt werden. Aus (22. $. 7.) ıst 


Zen 11 - a a a a ’ 
a = 17147) 1+ ZH DAHGHD ..(Gtn—D, 


ke Se hen a,—il C | 
d — d — — d 
1 1 (1+ Er, - ] 


Wird die erste Gleichung durch die zweite dividirt, so erhält man 


1 nl] l 
en 2 7G+DG +2).. tn) 
“—ul 
14 
Wird dieser Werth in (1.) gesetzt, so ergiebt sich 
| | 14 —+n—1]1 
12) ad di —  ——— . 
1: —l 
Ist » ein Bruch, so wird 
| u 
n | nn 1 d m 
Id 2 
13) Am Eee dr u Wr 
1% 


Bis jetzt wurde die Zunahme positive angenommen. Aendert man ihr 


Zeichen, so ergeben sich folgende Formeln: 


6* 
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(7(n-1))= I) ErDISHD.. (= -rn-1) 


—2)....‘ 


re 
14) al = (2) = (-a)r() 

n n|l 
=). 


an 
und 


oder 


— 
15) an = du($ AL 





Fben so ıst 
1 
a 

de(— nr! 


ee a. 


dd .— 
a 7+DG ),. in) 





l — 


I) = n)" 





* (-ay(- DES». C-n 


oder 


16) ati d D „Us“ 65) n|l 


17) a ar "ed (2) = ee "(&) = 


Wird a® = mit Ah" dividirt und multiplicirt, so ergiebt sich auf ganz 


einfache Weise: 
18) aid — —(£ -) (7) —h Fe} 5 ) a n)h 
h ; 


TC = 2 d - (£ AT n ya mi 
19) a 7 = Fon 


Weise findet sıch 


TE“ 


Auf gleiche 














20) 
21) 2 -({ y -(&) = . m =) n(? ) h 
m ( 
Aus (2.) erhalten wir 
|ı a 
1eı — 
and — 1 — EN d 
PCR et EICHE CHE WR CHRN 
z ’ ja! 1 -n-1|1 
14| ( - 7) 
— a Dr 2 a 1]1 7 Pu a — 
dr1@ d+2) Ara rH id .. 


Dies giebt 














wre. 
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1” urn —n—l] 


22) amd= dm ——. 
17 —ıj 
Man sieht hieraus, dass die Gleichung (12.) auch für ein negatives 
gilt. Es findet sich 


d 17m N 


—— 11 


14 
Aus der Formel, aus welcher die Gleichung (14.) abgeleitet wurde, 


erhält man leicht auf dem eben gezeigten Wege: 


n 


23) a m 


























at 1—1 at 
24) and = d _— ——— = (—d)" — —— und 
1 7. Ber Mh u 
n|_ n rt n 1- tn ul 
25) ai = da —, (— dm —, 7 
17 . 1-3 
Daraus folgt 
all N a 11 
u) ati dt — =(-J)T——— und 
z-i- ar 
= ZI — 1 
FA... ch _ rn] d ja" m 
27) A - Mn m er 1 “UL een — (— d) nn — —ıl — 
1 ei Be 


Aus den Gleichungen (22. bis 27.) zeigt sich, dass die Bo (12.) ganz 
allgemein gilt. 

Aendert die Basis das Zeichen, so entstehen gleichfalls Veränderun- 
gen der Facultät. Eine negative Basis giebt 

235) (ad (a) —a+rd.... (—a+(n—1)d) = (— rar. 
Hieraus folgt 
29) (— a)zrid — and, 
1— a) +1 Id — am+lld, 


— |-d 


30) (an! =(-Dran 
Ist Basis und Zunahme negativ, so ergiebt sich 
3) (— a)" '= (—a) (—a—.d) (— a—2d) ..(— a— (n-1)d) —= (-1)rar +4, 
32) (aid = and, 
(— ayer+1 d— — „al d 


— ne 


33) (— a) = a e— = (—) u m 
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Eben so ıst 





1 
nd es seems ie ME — ff _T\n,-n-d 
34) (a) — (-a—d)(—a—2d)....(-a—nd) (— 1)” (atnd)”-? (Ira 
35) a) ad =aa und (a) -Id = — aid, 
a — u en 
36) ( . a) m Ellen -] ) m (A ın | : 
I 
27 f n\—d — PEEESGERER EIER Si .n ee A u —ın —.nld 
31) (a) — (—a+d)(-a+2d) ..(—-arnd) 7 Ira, 
3S) ( - a) nid — ı 2n d und (—.a) -2n—1j—d — ar —i+d, 
, X = n ee ke n ... 
39) (— -d L — (-1) m (J m\ 


Diese Ausdrücke (14. bis 25.) folgen einem und demselben Grundege- 

setze und stimmen mit den entwickelten Darstellungen, welche sich aus (3. 
und 4. S. 10.) fanden, 
man nun mit diesen Ausdrücken die schon früher bekannten von 
4-1 u d (+ a)" 4, I a)—rid, Ge, (+ a) "i-« 


zusammen, so lassen sıch daraus weitere Folgerungen ziehen. Dahin gehören 


enau überein; was ıhre Richtigkeit beweiset. Bringt 


() 
te) 


folgende Sätze. 

40) Eine Facultät, deren Exponent eine gerade Zahl ist und die einen 
positiven Werth und eine positive Zunahme hat, kann aus einer positi- 
ven Basıs mit positiver Zunahme, oder aus einer negativen Basıs mit 
negativer Zunahme entstanden sein. 

41) Eine Facultät, deren Exponent eine ungerade Zahl ist und die 
einen positiven Werth und eine positive Zunahme hat, kann nicht aus 
einer negativen Basıs und negativen Zunahme entstanden sein, u. dergl. 

Aus (1, 5, 17) ziehen wir noch folgende Vergleichung 
4 Id 
422) and: (—- ajt-d = ar, 1": (— ar 1" = 1: (— N". 
Dies gilt für jedes zz und giebt in Uebereinstimmung mit den übrigen in die- 
sem Paragraph mitgetheilten Sätzen: 
43) a d : (— a)nid = 1:1] 
arld: (— a) +ll-d — 1:—1 
A) amd! (a) "= (+: Dr. 
Diese Sätze scheint Kramp ungeachtet seiner Vorsicht übersehen oder 
wenigstens nicht gewürdigt zu haben, denn er kommt (8. 55. bis 61. und 


S. 91. No. 149.) zu Resultaten, die mit den vorstehenden und mit denen (S. 10.) 


Im Widerspruch stehen. 
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Es lässt sich auch eine Facultät mit positiver Zunahme in eine gleich 
geltende mit negativer Zunahme und umgekehrt verwandeln. Es ist nämlich 
and — a(a+d)(a+2d) .... (a-+nd—d) = (a+nd— dr —4 

also 
45) ad (a+(n— YA", 
Eben so ist umgekehrt für die Verwandlung einer Facultät mit negati- 
ver Zunahme in eine andere mit positiver Zunahme: 
46) u (a—nd+ d"d, 
Aus ($. 4.) ergiebt sich folgender Ausdruck: 


m 1 | AP | 
4) —a=(a+tnd)—d und „a = (a—nd)——d 


a zn A 
Derselbe enthält folgende Regel: 
Eine Facultät im Divisor wird in eine Facultät als Factor umgelormt, 
wenn man zur Basıs das Product aus der Zunahme in den Exponen- 


ten zählt und das Zeichen des Exponenten ın das entgegengesetzte ver 


oO 
wandelt. 
Nun ist ferner aus ($. 4.) 
: 1 
ad u 5 < und 
(a— nd)"‘ (a —d )"—? 
l l 


—n-d — — m 
d (a-+nd)" ee (a-+d)r\4 


Wendet man die aus (47.) sich ergebende Regel auf die zweite Form deı 
eben gefundenen Ausdrücke an, so ergiebt sich 
45) amd = (a—nd— d)="d und 
49) amd —= (a+-nd+ dd, 
Aus (45., 46., 48. und 49.) ergiebt sich folgende Zusammenstellung: 
0) ar = (ar (an — Da" = (a+(n—I) (+ A)"; 
and — (a— (n— Id"! = (a+(n— 1) (- dt‘; 
ad = (a (n+YI—"= (an DAN)"; 
ad — (a+H(n +1) tr = (a+(n— 1 (—d)) "+". 
Hieraus findet sich folgendes Gesetz. 
5i) Um das Zeichen der Zunahme einer Facultät in das entgegen- 
seselzie verwandeln zu dürfen, erniedrige man den Exponenten um die 


Einheit und multiplieire ihn mit der Zunahme, zähle das erhaltene Pro- 





duct zur Basis und ändere hierauf das Zeichen der Zunahme. 


Die Formel (50.) gilt auch für gebrochene Exponenten und man hat 
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n | nt_ 
52) m! — (a+- —_ 1)d)”| R 
n n | 
ame nd (a—(- — Da)m . 
el RE 
a — (a—(Z+1) d) r, 


n 


a „1-4 —= (a+ (- +Dd) mid 


Auf diese Gleichungen kann man auch die Gleichungen (12., 13., 22. 
bis 27.) anwenden, woraus noch weitere Umformungen entstehen. So ist z. B. 











a 
n n 12 ı 
93) am m d har or; 
1d m 
a 
2 n id 1 d 1 
ad u — 4 ’ 
dr ie + „1 
a ?n 
n | n 1 d m 2-1 
7 BE a: u * 
am — d De . 
— 2-1 
1 d m 
z et. 
n | d 
a —id rT 1 1 Zn) En 
ER: n a n 21-1 
dm 1 d m m 
uU. SS W 


Da der Gleichung (12.) zufolge jede Facultät von beliebiger Basis 
und Zunahme in eine andere gleichbedeutende verwandelt werden kann, de- 
ren Basis und Zunahme die Einheit ist, so könnte die Untersuchung der 
Facultäten auf die specielle Form 1”! beschränkt und dadurch, wie es scheint, 
sehr erleichtert werden. Doch ist der Gewinn nur scheinbar, denn die Re- 
duction führt auf zwer Facultäten mit gebrochenen Exponenten, deren Er- 
mittlung die Operationen anhäuft, welche mit denen durch a" angedeuteten 
in keinem Verhältnisse stehen. Andererseits giebt die Form a" der Untersu- 
chung eine grössere Allgemeinheit, während sie die Operationen nicht er- 
schwert, sondern in den meisten Fällen erleichtert, und begreift zugleich Fälle 
in sich, welche die specielle Form ausschliesst, die aber füglich nicht ausge- 


schlossen werden dürfen. Aus diesem Grunde wird im Folgenden die allge- 


meine Form beibehalten werden. 
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$. 12. 
Es ist nöthig, die Werthe der Facultäten mit gebrochenen Exponenten 
leicht bestimmen zu können. Dies wird geschehen, falls die Reihen (3. bis 5. 
$. 10.) stark convergiren. Die Convergenz nımmt ab, wenn die Basis abnimmt. 
Es giebt aber ein einfaches Mittel, den Reihen jede beliebige Convergenz zu 
geben. Es dient dazu die Gleichung (21. $. 7.), nämlich: 
n | n ) 
— rd 


Pi aa on jd — am 


Je nachdem r, n, d positiv oder negetiv angenommen werden, ergeben 


sich folgende vier Gleichungen: 
2 | Fe 
n |; alka+rrd)"' (am)' md(g- rd)" | 


I am: — = | 
n (am + nd rd 
a+—d)? 
( ) 





n | 


Fr a 
a—- -d+d)d(a+rrd)m mi 
( m Alk ) (am--nd + md)" (a-+-rd) 








—l—d 
- ar gi (a+d)"‘ en (am + md rd 
. na _and(atrd) m —— (amrImd(a+rd) m“ 
3) u A . (am—ndyrmd 
m 

(a+ en d+d)(atrd) ui Bu a 
yet ee er (am +ndtmdy"(arrd) "| 

| (atdy (a+d)"? 


Die Gleichung (2.) wird aus (1.) abgeleitet, wenn —.d statt d und —r 
statt r gesetzt wird, die Gleichung (3.) wenn —n statt n gesetzt wird; die 
Gleichung (4.) folgt aus (2.), wenn —n statt n gesetzt wird. Aus diesen Glei- 


chungen ergeben sich durch Umkehrung folgende Ausdrücke: 








n 
- (a+ — rid |rm« 
5) FRE — a nr. er“ au (am + nd )"\"d 
ar d ers (am)'\ md 
u, = r|d n r\md 
—\d —|—d (atd)" ne (am +md)" 
6) (atrd)"' — am| —— ae a net Ei 
q n am — nd -+- md r\md 
(a— —d+d) ) 
n 
oc d r|d 
5 en BF “ m ) n |, (am—nd "md 
) (at) Ze a ey 
«A FRE. er (a+d)r? ni in (am + md )'\d 








DE ey rare 5 
(am + nd + md)’ 


5) (atrd) Aa . 
(a+ dray“ 


Die Gleichungen (1. bis 4.) dienen, die Berechnung der Werthe von 


_ 
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n 


ig d . . . . 
am| , am! ,.... auf stark convergirende Reihen zu bringen. Die Gleichun- 


n 


sen (3. bis 8.) dienen, durch die Werthe von a” 


n 
d had 


—d , 
’ ei yren0y welche auf 





. : j . . E n 
irgend einem Wege gefunden wurden, die Werthe von (rel, 


o 
l 
n | 


d . . ° ih, 
(a+rd)”' ", .... durch Multiplication und Division darzustellen. Endlich ge- 


ben diese Gleichungen noch folgende merkwürdige Relationen: 


9) am | Eu ü arıd Be (am)' ınd 
‘ n Id wr R (am nd yrimd 
wi m | dat —d r\d 
(a-+rd) ( jo. ) 
‚ n 
n u (a — -d+d yrid 
10) am I. m Er Ban (am —nd +md)' md 
| n| 5 na (a +d)rd m (am-+ md ri 
(a-+-rd)" 
n Ira | 
| ' ) ee . er arl “ u (am)" md 
en F aha n as (@ r|md 
| ı am— nd) 
] d) ml (a — — d )rid 
un ) Mm 
N 
n \rld 
d Aa+-— d+d)" 
12) a m| ( m (am -+nd-+ md )"\"? 
” I (a+d) = (am +mdy"i 


(a-+-rd) " 
Sie zeigen, dass sich das Verhältniss zweier Facultäten, welche den nämlichen 
Exponenten, die nämliche Zunahme und eine ähnliche Basıs (a, a+rd) ha- 
ben, auf ganze Zahlen zurückbringen lässt. Ferner sieht man, wie sich von 
einer Basis auf die andere bei gleichem Exponenten und gleicher Zunahme 
übergehen lässt. 

Um die Gleichungen (1. bis 4.) benutzen zu können, bezeichnen wir 
der Kürze wegen die Vorzahlen der Glieder in (3. $. 10.), der Reihe nach 
von dem zweiten an, durch A,, As, A, ...., und die in der Formel (4. $.10.) 


durch B,, B;, B,, .... Dadurch gehen die beiden Formeln in folgende über: 


n F n d d? d? 
13) Pi a u (1+4, eg 3t+A at) 


- —_ hu > [47 d? . ad’ 
14) a nn =>Q2 m (1-+-B, Par BD; „tr B, at 


Nehmen wir nun die Gleichung (1.) zu Hülfe und setzen aus ıhr ın (13.) 


a-+-rd statt a, so ergiebt sich 


n \r' md Nm 2 3 
d (am) "‘(a-+rd)" d d | d 
TE 0 di en 
(am + nd)" "« (rd, a+rd “(a+rd)” (a-Hrd)° ) 


15) lm ı 
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Auf gleiche Weise erhält man für (2., 3., 4.): 


bt _ (am—nd+-md')"' ImbCa+rd in d? d’ 
1 ie I TE RR. 7 REEL... 2 
6) " (am-+md)" md u ed and) ü at) 
Pr m! am rimd 2 3 
1) ae a Ming Fe, 
(am—ndyınd (a4rd)% are (atrd) (a+rd) 
-d (am-+nd+-md )""« d? q? 
15 a —— I—B, 1—— I — 
‚a —( ta, tr De ara )° +) 


(am-+-md)' mir: m 
In allen den Gleichungen (1. bis 4. und 15. bis 18.) kann die Grösse r 


ganz willkührlich angenommen werden. Man kann daher die Convergenz. de: 
begleitenden Reihen beliebig steigern. Nimmt mau r unendlich gross an, so 
verschwinden in (15. bis 18.) die Glieder der begleitenden Reihen. Deuten wir 
diesen besondern Fall für r durch den griechischen Buchstaben « an, so er- 


geben sich aus (15. bis 18.) folgende Ausdrücke: 


n 


a _ «a latad)m (am "Ind (a+ad) 


19) am! 

n (am +nd "md 
a —d)"? 
m 


n n 
(a — — d+d)" (a+ad)n 8 
m (am —nd + md md (a+ad)" 








” =p* — - BR ae ke fl 
20) da — (a+d)"“4 — (am-+md)* J 
2 aa Sr | ___ m 
(a-— d)“ d (am — nd Jr!”4 (atad)n 
(a+--d+d)“" 
-—|-4 m ' (an-+ nd + md )"\"4 
22) a nt = ne, . ds 
(a+d)"*(a+ad)m (am + md )"\"(a+ cd) m 


Da die Grösse & auf die Ausführung einer unendlichen Zahl von Ope- 


rationen, oder auf eine unendliche Anzahl von Factoren deutet, und erst 


n 


nach Ausführung dieser Operationen das in (a+ad)” Enthaltene vorgenom- 
men werden soll, so heisst dies so viel, als es soll niemals vorgenommen wer- 
den. Daher kann man die Wurzelgrösse in diesen Formeln weglassen, wo- 
durch man auf Folgendes geführt wird: 


‚ LaR 0  ala+d)(a+2d)(a+3d) .. B u 
23) amt = 
(+ a)a+ d+d)a+ n 420) (a+ d+3d). 


am (am + md) (am-+ 2md)(am+3md) ... 





— (am-+nd) (am-+nd-+ md ) (am +nd+2md ) (am+nd+3md) .... 
7% 





3) 
IV 


24) 


26) 
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(a- — d+d)(a—- -- d+2d)(a— -" d+3d)(a— -"- d+4d).... 
Mm Mm m Mm 


d 
ei w (a+d)(a+2d)(a+3d)(a+4d) T 
(am —nd + md) (am — nd + md) (am— nd ++ 3md) .... 
v » (am + md) (am + 2md ) (am-+3md) Be 75 
a5 q 2 aa+d)(a+?2d)(a+Id) EM = 
(a- —-d)(a-—-d+d)(a— -- d+24)(a—-" d+ 3a)... 
m m m m 
am (am + md) (am+2md) (am + 3md) .... 
— (am —nd)(am—nd+ md) (am —nd-+ 2md) (am — nd + 3md) .... 
| (a+ Zd+d) (a+--d+2d)(a+- d+3d)(a+- d+4d) .... 
BR u, BERREHEE m m m m r 


(a+d)(a+2d)(a+3d)(a+4d) 

(am-+nd+ md) (am + nd + 2md ) (am + nd + 3md) (am +nd+ Amd) .... 

Pr (am -+md)(am-+2md)(am-+3md) (am + 4md) | 
Hiedurch gelangen wir zu folgendem Resultate: 

27) Jede Facultät mit gebrochenem Exponenten lässt sich durch einen 
Quotienten zweier ins Unendliche fortlaufende Facultäten darstellen, de- 
ren Fortschreitungsgesetz von der Basıs und von Zähler und Nenner des 
Exponenten und der Zunahme auf die hier vorliegende Weise ab- 
hängt. Umgekehrt: 

28) Facultäten, die ins Unendliche fortlaufen und welche Zähler und 
Nenner eines Bruches bilden, lassen sich unter bestimmten Bedingungen 
durch eine Facultät mit gebrochenem Exponenten darstellen. 


Beı dem Uebergange von unendlichen Facultäten auf die erzeugende 


Facultät mit gebrochenem Exponenten muss man mit Vorsicht zu Werke ge- 


hen. 


Es wird gut sein, dabei auf die Ausdrücke (19. bis 22.) Rücksicht zu 


nehmen, um Unrichtigkeiten vorzubeugen. 


Folgende weitere, nicht unwichtige Folgerung ziehen wir aus der Ver- 


oleichung von (19. bis 22.) mit (5. bis 8.) hinsichtlich des Werths der Aus- 


n n 
.. f +d — .. “ 
drücke (a+rd)m und (a+rd)”, nämlıch: 


29) Die Werthe einer Wurzelgrösse (Potenz mit gebrochenem Ex- 
ponenten) und einer Facultät, welche die nämliche Grundgrösse, den 
nämlichen Exponenten und irgend eine Zunahme hat, nähern sıch, wenn 
die Grundgrösse wächst, immer mehr und mehr, ohne je zusammenzu- 
fallen, oder werden in der Unendlichkeit, d. h. nie, einander gleich. 


Beide Werthe stehen daher zu einander in dem Verhältnisse, wie eine 


Curve und ıhre Asymptote. 
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$. 13. 
Durch Verbindung der Gleichungen (19. bis 26.) lässt sich eine Reihe 


von Sätzen ableiten. Wir heben folgende hervor: 


n n 
+ —d+d)(a+— d+2d) ..... 
Fe a(a+d)(a+2d) ... (+ „dta)(at — d-+2d) 
I) am ‚sa m == 





— (a+d)(a+?2d) a+3d) | / 
IL + ( d) .... (a+ " d) (a+ m d+d).. 
m m 
Ba am 
—T am+-nd?’ 
’ u I-4 ER. d m; am 
2) am! „a u | 


2  — 


Ba. 
(amtnd)a " 


4 am 


= BuN ui m — 
4) a n |, am— nd 


— 6 


(am —nd)a ". 


(a d+d)(a- mir)... 


| 
ne 
m 
SQ 
- 
. 
kn) 
Ey 
— 


(a+-d) (a+ Bara).. 


Diese Gleichung kann in manchen Fällen anf einen endlichen Werth führen, 





nämlich: 
(a+" d+d)(a+” dr). 
» — — ( — "ja Mm m 
6) ad m a m = Q z ur 
(a— —d)(a-—- d+d).. 
Mm 
n N 7 
am > , d) .. ... 
> Der er ——, 
am (a+_ dar} ‚d+d).. 
[4 ae“ EI L HA FU 
am m 
4 War: EEE 


am ” (a+— d+d)(a+" 1424). 


Aus (1. und 2.), oder (7. und 8.) ist 


ei „ei 
9) am U" am—nd 
\ "4  — ja ” amtnd’ 
d m (I m 











in 


dung 


noch 


Fall. 


Is) 


19) 


20) 
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1I+-—|d rn. anla 
ad n 
(a—d+ d)(a+ -d) (a+ - d+d).. (a-d+-4) "(atad’n 
N n n «ad 
— „d+2d _ d ZZ . 
rät id ” . En m m Er) 
kurt Bee) a+2d Ten u u ei 
\ 7 , ee (ated) ” 
a'd n 
RR: ala+d)(a+2d) .... Be . (a+ad) m 
dl 4 u — SE euceenn 
N n n «ld ’ 
(a— 2 d+d)(a— — d+2d) .... (a+d— Z d) 
N n ad — 
| (a-+ = d)(a+ = ”drtd). («+ —d) (a+cad) m 
Mrinın —  (a+d)(a+2d)... w (lardet 


Diese Entwicklungen lassen sich beliebig fortsetzen. Durch die Verbin- 
der ın diesem und dem vorigen Paragraph gefundenen Sätze lassen sich 
weitere Ableitungen machen. Beschränkt man sich auf den einfachsten 


wenn die Basıs und Zunahme 1 ist, so findet sich 


1; 7 lt SE | m-2m-3m- Am --- 
P on Bu: (n+m)(n+2m)(n+ 3m) .--- j 
1). +2 -+3 
mr m m ) 
n n n 
(2 — —)(3— — )(d— — +: 
ER m m’ Mm | __ (—n+2m) (—n+3m) Pazmert? 
| a; 2-3-.4-.5.--- 2m-3m Am: Dm : 
' |; 44 1:2:3.4 :-- | 2... M-2m- Im ++ 
| . a- yo" \G n — (—ntm) (—n+2m) (—n+:3m) :+-- ’ 
m Mm m 
2+2)3+2),4+- 
L .... 
' „u. aue m“ je ( u. Er (n+2m)(n+ nn 
Be 2-3-4-5. 2m: 3m Am »- ’ 
f VE EEE: 1.2.3. hie ae ER... 2m -3m-Am -- 
ei N an 2) — nin+m)(n+ 2m) = a 
m m Ya 
a wer 
(—-— +3) —— +4) —— +5) -- 
+ _ m Mar De nn un (—n+3m) (—n+4m) (—n+5 Im) = 
| a 2.3.4... a 2m-3m-4m ++» 
j' |, 1.2.3.4... Bes m.2m.3m.Am ..... 
| gr n 42,0" +31” +4) (—n+2m) (-n+3m)(—nt+4m).... ’ 
u m ü 


N - n 
(—+De—-+2)( -+3).... 
n | m m Mm (n+m)(n+2m) )(Nn+ 3m)... 


In — 
>. € 2m .3m .Am.. 
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Bekanntlich ıst 


3 4.4.6.6 s 
9) ii ee er 
22) = 733557.7 
Wird nun — —! gesetzt, so ist aus (14. und 16.): 
m .. 
1:1 " ı+l — 2.2.4.4.6.6.8.8 han 
1.3.3.5.5.7.7.9.... 


Folglich ist auch 
23) ım1.1Hl= ir. 
Durch die Gleichung (22,) ist es möglich, jede der vier Facultäten 
131, 12231, >21, 13-1 auf die Grösse m, welche das bekannte Verhältniss 
beim Kreise bezeichnet, zurückzubringen. Zu dem Ende ist aus (19. S. 12.), 


wenn a=d=n=]1l und m=2 gesetzt wird: 
in gun — ZU) 
TE En 3«e2,3«2 





Um zu einer Harmonie zwischen dieser Gleichung und (22.) zu gelan- 
gen, darf man nur im Nenner mit der Einheit multipliciren. Dies giebt 
_ 2.2 (Ira) _ 2.22 5 
as 1el2.; «| (2a + 1) ze 1el2, 3«12 ei 


indem bei unendlich grossem Werthe a+l1=«a und 2#4-+1=2« ist. Man 


’ 


1| 1 
y:1 s l: l 


erhält also 


_— 


6 


] 


Ann 
u _— ;,T, 





2. 
1. 


tv 


‚4. 
3.3.5. 


vw 
\ 
1 


2) ll 


folglich 
25) el = ya. 


Es ergiebt sıch nun 


1 
zRr E 
26) ı-ı1 — ıı =#Yn, 
2 
27) 11-1 — ur; gu e. ’ 
3.21 3] 7 
2 2 
28 I-1— — = =. 
) ı 1: Vr 


Die Gleichung (26.) ergiebt sich aus (23. und 25.); die Gleichung (27.) 
ergiebt sich aus (1. und 25.); die Gleichung (28.) endlich aus (2. und 26). 
Aus den Gleichungen (3. bis 8. $. 12.) und aus (25. bis 28. dieses $.) folgt, 
dass die Werthe aller Facultäten, welche den Exponenten } haben, auf die 
Grösse m zurückgebracht werden können. Es findet sich, wenn dort r — I 


statt r, und m=2, a=d=n=]1 gesetzt wird: 


) 
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3-12 _ Sr-12 
R HL 41 

29) r?' —ı.!, Zi = 5) AA TETE 
, 11 Y_j 4-1 2 1 = 2 
30) =! 3-7, 3m 
a1) RT Il Bih g, ME 


m — De are 
'Or-112 — Vr.5-2 , 
39 az N! 4-12 2 2ri2 
32) d vum Bra = y, 'Jr2° 

Diese Gleichungen lassen sich auch umformen. Wird Zähler und Nen- 
ner ın (29.) mit 2”—1?2 multiplieirt und die Facultät mit der Einheit begon- 
en, SO ergiebt sıch 


2-11 2-11 
a. l 1 


/ - vn. Der-2, y- I y-ilı tr 2] 255 Yan ya > 


und hieraus 
_Ir- 


a) A. 
Wird Zähler und Nenner in (31.) mit 2’—11 multiplicirt, werden dann 
die nöthigen Reductionen gemacht und wird r+1 statt r gesetzt, so er- 


hält man 
Se . je% 
‘ rl r—1l / 
N —=Ya.5 
Wird Zähler und Nenner in (30. und 32.) mit 21? multiplicirt, so 


findet sıch 


35) p-! .- Ir 

Type 
1-1 +1 

7} » Tr 2 

36 ) rl, Y u yz.jrHılı ‘ 


Die Gleichung (33.) hat Legendre (Exerc. d. Calec. int. T. II. Pg. 25.) 
segeben, unter der Form 
(r)T(r+) = T(2r).(2r):. 22-27. 


Aus den Gleichungen (14. bis 21.) ergeben sich folgende Ausdrücke: 


” |, _n| m.m ‚2m .2m .... 
37) 1-1 , 1 -T = | u 
(n+ m) (—n-+-m) (n+ 2m) (—n+2m) ...: 
WE 
— mn: Am:— nn? ' Ym’—n? ’ 


” „a —n+ 2m) (n+2m) (—n+ 3m) (n+ 3m) ..... 
9 | Catima+ im)... 


2m . 2m .3m. 3m .... 


4m’ —n? 9m’—n? 16m”’—n? 
en: | 
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oder allgemein: 














39) amt: ah —= a und 
Lk: VE. m 
1 m I] mn. n(n-+ m) . 
oder auch allgemeiner: 
"|_; a nr? d am?” a En 
DE IE BEE (am— md+-nd)(am-+nd) ’ 
nm rer 1.1.2.2.3.3.44.. 
ä a n_,nN n._,n ‚ oz... 
PAY" TRREN 1.0 NW, WR EWSHNE ‚7. WARENG TOR 
m m’ ‘m m’ m m’ m 


u m .m.2m.2m. 3m. 3m 
n(m—n) (m+n) (2m —n) (2m +n) (3m —n) (3m+n) .... 
Auf gleiche Weise erhält man aus (14. bis 21.) folgende Gleichungen 


— | = | 1 ee 
42) 1 rY n } ri m + m |) m \ m 
/ uch EEE uam BERGER — ri u u ne 
m_-n zn ? nn — > nr r 
- l m rec FE MN 1 MN 
HH vos | i m | 1 mi | 


welche sich unmittelbar aus (21. S. 7.) ableiten lassen. Diese Ausdrücke wurden 
deshalb auf dem eben bezeichneten WV% ege abgeleitet, um die Richtigkeit der 


angewendelen Schlussweise zu zeigen. Auf gleiche Art erhält man 


A d N 1-— 2 R 
am] (a+,d) wi) a gi; 
wie es sein muss, weil nach ($. 7.) 
244 n „ı- le Zr+J2ls 
an! (a+ Ad) "" =ar »"i=a 


ist, während die Darstellung specieller Fälle die Zurückleitung oft nicht ver- 
muthen lässt. So ıst z.B. nach (14.) 

in /7\ 6.7.12.13.18.19... 

2 AEE 


Die in diesem und dem vorieen Paraeraph gefundenen Resultate sind 
g rap & 


4 





von vielfältiger Anwendung. Sie umschliessen unter andern alle die von Fu- 
/er ım 9ten Cap. des Iten Theils seiner Integr. - Rechnung über unendliche 
Factorenfolgen gegebenen Sätze und begründen sie auf eine einfache Weise: 


wie hier kurz gezeigt werden soll. Aus der Gleichung (18.) ergiebt sich näm- 


lich, wenn man _— beibehält, aber p statt » und p-+n statt rn setzt: 


11 4-1] 
| En 1m" n+p  m(nt+p+tm) 2m(n+p+2m) 


43) Kr En np " (n+m) (p+m) ' (n+2m) (p+2m) 
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was Euler durch (>) ausdrückt. Aus der hier gegebenen Formel folgt ohne 
Weiteres 


44) BE rn. ae” 





y % [2 7 * [3 
oder,nach der äuler'schen Bezeichnung: (*-) = (2). Nımmt man noch eine 


® 7 .. q ® ® 
dritte Grösse hinzu, so ıst 

















u SE IR Mae „ai Di 
1" m | m 1 m r 1 m 1 ım i 1 m m i 1 m 
45) nn nn nn nen 
nn + 2.28 u BT n-+g -ılı BEER 
1 m m 1 m 1 In 1 m 
q ’ ?P+y n n p q 
—-|I —-—1|1 — ’—1!]1 — -11 — -1|l — -1/i1 —--]]1 
" | = 1 m 1 m 1 m 1 m 1 m 1 m | 
p+Y 1 ptytn -ılı n ++ 4 -ı1 
1 rm 1 ın ın 


oder, in Fulerschen Zeichen: 


IHREN 


Die Gleichung (45.) drückt einen ganz elementaren Satz aus, und man 





wird eben so durch seine Einfachheit, als durch die ungewöhnlichen Mittel 
überrascht, die Euler zu seiner Begründung durch bestimmte Integrale aufbietet. 


Bedienen wir uns für den vorliegenden speciellen Zweck folgender Be- 


zeichnung: 
n P__ 
46 F( n  p ee Kine 
> . T — j — EG VE u —? 
) m’ m Razer 


so ergiebt sich, wenn zu den in (45.) betrachteten Grössen noch eine vierte 


tritt, folgende Vergleichung: 


FE Fr 5) 


2. ılı -_-—1|1 — -1|1 
— Ft, £) er, a; re, 1) Im .Im ‚1 ‚1” 
m’ m m’ m u a ee - 11 





m 


In dieser Darstellung sind so viele Formen möglich, als Versetzungen der 
Grössen n, p, g und r unter einander in den verschiedenen Symbolen. Euler 


hat nur vier von diesen Formen angegeben, obgleich es deren mehre giebt. 
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Der vorstehende Satz lässt sich nun leicht allgemein darstellen; was 

Euler nicht en hat. Es ıst 
ee q nn 1 r ANRHPtgeY 2% 
17) FA Zr, rl, 2)... Fett, &) 


Mm mM 


ie a aaa en 











>. we -ı1 ie n 

Fe, q (Fe, r 7) an )] 

4) P|[r(*, 2 2)r “ p(aztt-t, =\] 
Em 1 En Site — 11 





” n+Hp+y+r 1 + _ 





m 


Hier soll P alle Versetzungen bedeuten, welche sich mit den Grössen n, p; 
9 F....z ın den verschiedenen Ausdrücken machen lassen. 

In den bisher gefundenen Resultaten haben sämmtliche Brüche den 
nämlichen Nenner. In dieser Beschränkung wurde der Satz bis jetzt darge- 
stell. Die Beschränkung ist re nicht nöthig, denn man sieht leicht, dass 








a b a 
RT. | = — Er 
1 , 7 —1j1 17 r ng —11 


ist, oder auch 


der 


Dies führt nun auf dem eben gezeigten Wege zu folgenden Sätzen: 





a =) (2 no (+; be *) (  ZER. =) 
49) F()>7 F 77, ut & a u Ta . 
v 2 1- y 1 m 2% 
in 5 - erg 


I ug) 


zn 


a — -1il —-—I1 — -1|l 
1% 1 17 "Ir | ME Ton 





m 





+ +, zu 
m 1 
nr: + „) = 178.171 ...12 
MET. age b c m\ Ber 
os eo m un , ae 
nv q Bir 


Das letzte ist eın Satz aus der Combinationslehre, der bei der Verthei- 
S* 
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lung der Elemente einer Reihe ın Fächer vorkommt, wenn die Exponen- 
ten ganze Zahlen sind. (S. m. Combinationslehre S. 89. $. 37. No. 116. ) 
Binet beschäftigt sich (Memoire sur les integrales dehnies Euleriennes, Journ. 
d. lecol. polyt. 'T. XVI.) des Weitern mit den hieher gehörigen Sätzen, die 
sich, wie eben gezeigt, so einfach entwickeln lassen, und zu denen man in 


der angeführten Abhandlung mit ungewöhnlichem Aufwande von Mitteln ge- 


langt. 
$. 14. 
Wir gehen nun zu einer weiteren Folge aus den bisher gefundenen 
vo .. a ® c . —_ TD . 1 2 
Sätzen über. Setzt man in (21. $. 7.) der Reihe nach 0, — ee 


m—1 


) “ [3 [ [ [} “ 
rn statt ei und multiplicirt die erhaltenen Resultate mit einander, 


so ergiebt sich 





rel 
| 2 u. | | u _yl | 
a ee ne mr 
BE a ZA m m -. 
denn es ıt ’'!' = . Man setze der Kürze wegen 


2) I m | k || m| , 1 m Pessı 1 m — =, (1 m | ), 
wo statt © der Reihe nach 1, 2, 3,....m—1 zu schreiben ıst, so hat 


man für (1.): 
m—1l/ % 


1) + — 
) = | (1 2. 








1 Janlı 
) mem q 


ın—] % 
8... er 


1 
Setzt man nun in den Exponenten aller Facultäten von 1, » — 37, statt n, so 


ı 3 8 2m —1 
. . zn . 2 R Le B) ® ihn ZA 
bilden die gebrochenen Exponenten die Reihe zZ ui !+- 2 TR und 


man erhält aus (1.) folgenden Ausdruck: 


my „_ tl], mA _ zı mn—;|l 
4) S, \ u Ir ) a 7 (1 m ) 1 =. 
Mm 


Mn—; 


Verbindet man (1.) oder (3.) mit (4.), so bilden die gebrochenen Exponen- 


ten arıf der linken Seite des Gleichheitszeichens die Reihe 


2 2m—1 


2m’ 2m’ 2m’ Zu’ '’ sam ° 


indem sich ohne Werthänderung der Facultät Zähler und Nenner eines jeden 


0, 





ne MEET 
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gebrochenen Exponenten mit 2 multipliciren lässt (5. 7.). Hiedurch erhält 


man folgende PO 


1 jr _mt, 
.1 


UZ 


n— | 1 u mt2 , Zın—1 . 


5) j” 1 Er” |! 1 2m) ‚1 /m fe am u I == 
= 3 ni Br, l ymn - ' 
tr: m ’ Pe Ping- m ")= garen u . 





Zm 





mn | 
Wendet man auf den Zähler im Aare la vom Gleichheits- 
zeichen die Gleichung (34. $. 13.) an und setzt mn statt r, so geht (5. ) 
über in: 
or —1 A 1 _m-1 
6) ui ng 21,0% m ') x (i- m 


Da die ee der Factoren ın (5.) willkürlich ist, so kann man links auch 





ı) Vr 2nm!l 
mn m—. I 22m 1 


schreiben: 


1 1 2 a AR m—1 m |; 


Pad hau 16024 haut -7% We ui 6° sin‘ 0 van ur RRRE GE Do = ae ae | 
Alle diese Factorenpaare unterliegen dem in (34 $. 13.) angegebenen Ge- 
setze. Man darf daher nur in jener Gleichung statt r der Reihe nach n, 

1 2 m—1 

- a, na 


die Hälfte reducirt und die Gleichung (6.) geht ın 2 ee über: 


2 


Te — 





setzen, so wird die Zahl der Factoren auf 


In — —ı 2 3 | 1 


1 ae ee 


mem 1 n— — / u de: | 
1 im — () ) SP CMHEHR 275 SEEEEHR "BAAR MEER ENn | N 
arm 0 u ol m—1 ) 
. am 


Der Zähler im Ausdruck rechts lässt sich selbst wieder nach (1. oder 
3.) behandeln, indem man 2n statt n setzt. Dies giebt 


x / m en 
ıam— _ — nit 7T 
7) x Ir 1 (17- 5 Zi )= >> a Fr | ) () ) 


mn r Drım 27° Im +1) ’ 


Nun hat man aus (6. und 7.) zwei unter sich gleiche Ausdrücke, aus welchen 


sich folgende Gleichung ergiebt: 
f m-1 Y:m-1) 
s) (Vr) 2 
Vm 


Durch Einführung dieses Werthes in (3.) erhält man 


li "Zi 


FEB 2 1.16 01-13) 67%) mar 1: mer: 135 Turn: WOBERE Bar 





m-—l 


9, ey ren. ment. 

Diesen Satz hat Gauss (Comment. Soc. reg. Gotting. ad an. 1811 — 13. 
Tom II. Pg. 29.) gegeben und seine Entwicklung auf ein Product von Sinus 
gegründet. Legendre hat ıhn (Exerc. d. calc. integr. T. II. Pg. 3. etc.) auf 
gleiche, jedoch sehr weitläufige Art bewiesen. Die hier gegebene Entwick- 
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lungsart ist elementar und einfach und unmittelbar aus der Natur der Facul- 
täten genommen. Sie hat den Vortheil, dass sie keine fremden Mittel zu 
Hülfe nimmt. Dinet hat die Gleichung (Journal d. Tecole polyt. Cah. 27, 
Pg. 208. bis 212.) auf eine ähnliche, aber ziemlich complicirte Weise ent- 
wickelt. Dabei beruht sein Beweis auf einer Annahme, die hier umgangen ist. 
Cauchy giebt einen Beweis der Gleichung in Exercices d. Mathem. sec. anne. 
Pg. 91. Crelle hat in seinem Journal Bd. VII. Pg. 375. einen Beweis dieses 
Satzes gegeben, der auf das Product der Sinus gegründet ist. Ferner haben 
Lejeune Dirichlet (S. d. Journ. 15ter Band S. 258.) und Stern (S. d. Journ. 
21ter Bd. S. 377.) Beweise des Satzes mitgetheilt, die aus bestimmten Inte- 
gralen abgeleitet sind. Die Form, unter welcher der Satz bei Legendre, Gauss 
und Crelle steht, ıst 


1 E —1 ei 1 
10) T(n)I(n-+ m)T(n+ Fr Ar T(n+—) A T (nm) (2x) u 
m-—1 


1 2 m—1 m— e 
II(n) In — - ) Iln— u .... II(n— Pr — II(nm) (2x)? m": 


2 ın—1 


- Pos n—— ı(m-1) Bann 
(1,+1 y”(1, +1) »(1, +1) er (1,+1 m (1, +1)””(2r) m nm 2 
wo I(a) = 1", 11(&) = (1,+1)* = 1°" ist. 


$. 15. 

Es ıst noch übrig, zu zeigen, wie die Werthe der Facultäten mit ge- 
brochenen Exponenten in Zahlen dargestellt werden können. Zu dem Ende 
wählen wir die Berechnung der Facultät 21, welche nach (25. $. 13.) 
der Grösse 3/x gleichkommt. Um für die Ausführung der Rechnung eine 
stark convergirende Reihe zu haben, setzen wir in (16. 8.12) a=1,m=2, 
n=1l, d=1,r=9 und führen für A,, As, As .... die Vorzahlen aus (5. $. 11.) 
ın (16. S. 12.) ein. Dies giebt 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.y10.2° 1 1 1 21 399 








u |: ubneiheibechnen & "rec keinen Eu 1 „io ee 
) MIR V7D5 1l-Stamtinn mn ment) 
Nun ıst 
N B Ei ch 
1 Mm 39 | 
+ an > 0,000078125 — 57770 = 0,00000001522064208 .... 
- 869 


+ 55 7000 7 0,00000455285125 + zajy6 = 0,000000000207185 .... 


Werden die Rechnungen ausgeführt, so ergiebt sich 
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1 2'°,.3,162277660168.0,98758292871..... TED 
2), M- 5 11 18.1719 — 0,8862269253502 .... 


Dieser Werth ist auf 11 bis 12 Decimalstellen richtig. Kramp hat den 
Werth für 2:1 (Anal. d. refr. Pg. 91.) auf 9 Decimalstellen berechnet, hat 


aber bei seiner Rechnung andere Zahlen (r=8) genommen. Sein Resultat 








stimmt genau mit dem hiesigen und mit dem Werthe von 3. Ist der Werth 
für 21 gefunden, so lässt sich der Werth für die Facultäten der übrigen 
Zahlen, mit dem Exponenten 3, leicht nach (29. $. 13.) ableiten. So ist z. B. 


ıı __ 3.9.7.9 1 _9 4077 
3) 5 =o4651 — 2,1409490740774. 

Vergleicht man mit den bisher gefundenen Werthen der Facultäten 
mit gebrochenen Exponenten die Werthe der correspondirenden Wurzel- 


grössen, so ergiebt sich aus ($. 10.) und den hier gefundenen Resultaten: 
4) 7:5 :100 = 1:2,236067977500 ....: 10 


5) 1:5". 100” = 0,886226 .... : 2,140949 .,.. : 9,9875 .... 
Man sieht hierdurch den in (29. $. 12.) aufgestellten Satz bestätigt. 

Die Gleichungen (15. bis 18. $. 12.), welche der angegebenen Methode 
zum Grunde liegen, sind jedoch mit Vorsicht zu gebrauchen. Sie können nach 
unserer Ansicht zu keinem andern Zwecke benutzt werden, als um die Con- 
vergenz der sie begleitenden Reihen zu steigern. Benutzt man sie zu andern 
Zwecken, etwa zu Schlussfolgerungen über die Natur der Facultäten, so entrückt 
man sie dem Kreise, worin sie Geltung haben. Dies hat Kramp gethan. Er 
hat sie benutzt, um die Werthe der Facultäten, welche gebrochene Exponenten 
und eine negative Basis haben, und welche nach den in ($. 10. und 11.) auf- 
gestellten Sätzen auf unmögliche Werthe führen. zu finden. In diesem Falle 
kann man durch sie allerdings die Form der unmöglichen Grössen umgehen. 
Da aber dies der Natur der Facultäten, wie aus den angeführten Paragraphen 
hervorgeht, nicht gemäss ist, so muss man nach unserer Ansicht zuerst auf 
die Grundform der Facultäten zurückgehen, um sich bei ihnen Rath zu holen, 
und dann die Resultate, welche die abgeleiteten Formen an die Hand geben, 
berichtigen, oder wenigstens sie nur dann anwenden, wenn beide mit einander 
übereinstimmen. 

Soll hiernach der Werth der Facultät (—1):-1 gefunden werden, so 
erhalten wir aus den Gleichungen (7. und 33. $. 11.), welche auf verschiede- 
nem Wege gefunden wurden: 


6) -y1=yZ.ı 
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Hiemit stimmt genau das Resultat, welches wir aus (5. $. 10.) durch 
Reihen - Entwicklung, also auf einem von dem genannten verschiedenen Wege 
erhielten. Wählen wir aber zur Werthbestimmung von (— 1)? die Formel 
(16. S. 12.), so erhalten wir 

I 

) UI = rd, a + A. N 
Dieses Resultat findet Aramp (Pe. 91. No. 136.), hält es für richtig, weil 
es gerade seinen Zwecken dient, und sagt „ainsi cette derniere faculte fr ya] 
doit ätre un infini du premier ordre”, während offenbar aus (7.) nichts an- 
deres gefolgert werden kann, als dass die Formel (16. $. 12.) in dem vorlie- 


senden Falle ihre Dienste versagt und auf einen noch näher zu bestimmenden 


1 a . . . 1 
\usdruck — führt. Dies stimmt ganz gut, indem der Ausdruck - den 


sogenannten unbestimmten gerechnet wird. Danach dürften alle Facultäten 
mit gebrochenen Exponenten und negativer Basis, die bei Aramp vorkommen, 
zu beurtheilen sein. Es giebt eine ganze Classe von Facultäten mit gebroche- 


nen Exponenten, die auf einen unendlich grossen Werth führen, wenn man 
1 
. y . En a . ——d - ” .. 
die Gleichung (17. $. 12.) anwendet. Ihre Form ist 1 7”. Diese Facultäten 
geben dann nach der Elementar-Form (17. $. 7.) folgenden Ausdruck: 


s) ra) — : 





or 


und können nach den Entwicklungen ın ($. 10.) auf Zahlenwerthe führen. Bei 


Berechnung der Facultäten mit gebrochenen Exponenten gewährt die Form 


(7. 8. 11.) eine Erleichterung, in dem Fall wenn Basis und Zunahme gleich 


sınd. Man hat dann 


| 
n n 7 
[7 


9) am! = am,1” . 
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Anmerkung des Herausgebers dieses Journals zu $. 1 der Unter- 
suchungen des Herrn Prof. Oettinger über die Facultäten. 


Der Herr Verfasser urtheilt, wie es scheint, sehr richtig, dass von den ver- 
schiedenen vorgeschlagenen Bezeichnungsarten der Facultäten nur die beiden ar'd 
und (a, +d)” ausdrücken, was nöthig ist. Von diesen beiden giebt er der er- 
sten Bezeichnung a" den Vorzug vor der zweiten, und stellt Gründe für seine 
Wahl auf. Der Herausgeber dieses Journals, obgleich er selbst es ist, welcher 
die zweite Bezeichnungsart vorgeschlagen hat, würde mit Vergnügen der Erste 
sein, der dem Herrn Verfasser beipflichtete, wenn nur die von diesem angegebe- 
nen Gründe ihn befriedigen könnten; denn es liegt ihm auch hier, wie immer, 
weniger an seiner eigenen Ansicht, als am Rechten und Wahren. Allein den 
Gründen des Herrn Verfassers stehen nach der Ueberzeugung des Heransge- 
bers andere Gründe entgegen, welche jene wenigstens aufwiegen. Verhält es 
sich so mit den Gründen und Gegengründen, so sind es dann das natürliche, 
einfache Urthe:l und die Bequemlichkeit beim Gebrauch der Zeichen, welche 
die Wahl bestimmen; und diese dürften für die zweite Bezeichnungsart ent- 
scheiden. 

Der Herr Verfasser sagt, es liege ın 

1) and (a, +d)" = a(a+d)(a+2d) (a+3d) .... (a+(n—1)d) 
deutlich vor Augen, dass der Exponent r und die Zunahme «/ mit einander 
als Factoren in Verbindung treten, während sich daran die Basis mit positivem 
oder negativem Zeichen nur anschliesse; der Zusammenhang zwischen Exponent 
und Zunahme sei daber offenbar enger, als der zwischen Basis und Zunahme, 
und daher müsse die Zunahme d, wie in a*d, neben den Erponenten n, und 
nicht, wie in (a,+d)", neben die Basis gesetzt werden. 

Allerdings kommt in dem letzten Factor a+(n—1)d der Facultät (1.) 
das Product der Factoren an — 1 und d vor und schliesst sich mit dem Zeı- 
chen + oder — an die Basis an; auch in den übrigen Factoren a+(n— 2). 
a+(n—3)d u. s. w., bis zua+(n—n)d=a+o.d=a hinauf, kommen 
n—2, n—3....n—n und d als Factoren vor, und es tritt auf diese Weise 
allerdings der Exponent n mit der Zunahme dın Verbindung. Aber auch die 
Basis a kommt ja in allen Factoren der Facultät vor, und die Zunahme «/ 
tritt auch mit der Basis in Verbindung. Alle drei: Exponent, Zunahme und 


Basis treten in Verbindung. Der Exponent verbindet sich mit der Zunahme 


durch Multiplieation, die Basıs durch Addition oder Subtraction: was am Ende 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Heft 1. Q 
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schon von gleicher Bedeutung ist. Aber dann sind die Factoren der Facultät 
immer Summen zweier Glieder, deren eins die Basis, das andere ein durch den 
Exponenten bestimmtes Vielfache der Zunahme ıst. Wollte man nun Das, 
was das zweite Glied andeutet, nicht neben das erste, sondern, an eine ganz 
andere Stelle, neben den Exponenten setzen, der bloss die Vielfachheit der 
Zunahme bezeichnet, so würde man mindestens gegen alle sonstige Gewohn- 
heit verstossen, indem man sonst zwei Glieder einer Summe niemals anders 
als neben einander schreibt. 

Die Gründe für die Stellung der Zunahme d neben die Basis a, wie 
(a,-+d)”, statt neben den Exponenten n, wie in a®d, dürften daher eigentlich 
schon überwiegend sein. 

Aber angenommen, sie wären auch nur gleich stark, was sie jedenfalls 
sind, und es bliebe also nun ein Zweifel und eine Wahl, so entscheidet un- 
streitig das einfache natürliche Urtheil für die Bezeichnung (a, +d)*. Man 
setze nemlich, Jemand wisse, dass a" ein Product von n gleichen Factoren (jeder 
=a) bezeichnet, aber er wisse nicht, was durch a"! ausgedrückt werden soll: 
so wird er, wenn man ihm nun a*d statt a* hinschreibt, nothwendig glauben 
müssen, dass hier mit der Zahl n der Factoren irgend eine Feränderung vorge- 
nommen werden solle; denn er weiss, dass, wenn man z.B. n‘, n” «... 21, N..." 
schreibt, oder sonst irgend etwas bei dem n anmerkt, dadurch etwas Anderes be- 
zeichnet werden soll, als .. Sagt man hierauf dem Fragenden: in a*@ statt a® 
solle keinesweges der Eaponent n eine Veränderung erleiden, sondern viel- 
mehr die Basis a, und die nFactoren sollen nicht mehr wie in a* einander 
gleich, sondern jeder solle um d grösser sein als der vorige, so wird er sehr 
natürlich erwiedern: Ei, warum merkt man denn das nicht bei der Basis a an, 
statt bei dem Exponenten?! — Mag es sich also auch immerhin nicht mathe- 
matisch beweisen lassen, dass man (a, + d)* schreiben müsse, und nicht ard 
schreiben «dürfe, so ıst es doch jedenfalls natürlich, (a, +d)*, und nicht so 
natürlich, a" zu schreiben. Dieses also entscheidet, wenn auch die Gründe 
für beide Bezeichungsarten nur für gleich sollten erachtet werden, für die Be- 
zeichnung (a,-+d)*, und gegen die Bezeichnung «amd, 

Aber auch noch die Bequemlichkeit beim Gebrauch entscheidet für (a,+-Ä)". 
In der Handschrift ist (a, +d)* leichter zu schreiben (wenigstens sobald statt 
a mehr als ein Buchstabe steht), und deutlicher /esbar, als a®'d. Und ım Druck 


ist (a, + d)” bei weiten leichter zu setzen, als ad, Man befrage nur darüber 


einen erfahrenen Setzer. Die hier folgenden Untersuchungen des Herrn 
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Verfassers über Facultäten würden ein Namhaftes weniger an Zeit zum Satz und 
Druck erfordern, wenn darin die Bezeichnung (a,+d)* statt a" angenommen 
wäre. Auch ist im Druck (a, + d)" deutlicher und bestimmter Zesbar, als ar. 
Denn die Exponenten werden bekanntlich immer mit kleinern Typen gesetzt, 
als die in der Zeile stehenden Buchstaben der Formeln; und die kleinen Buch- 
staben und Striche fallen leicht heraus; was Druckfehler giebt, ungeachtet der 
genauesten Correctur; so, dass es also in mehr als einer Rücksicht gut ist, 
wenn die Exponenten so einfach sind, als möglich. 

Der Herr Verfasser sagt noch, die Bezeichnung (a, +d)” reiche ohne 
Abänderung und Ausdehnung nicht aus für weitere Entwicklungen, z. B. schon 
nicht für Fälle wie 

2) ala+td)(a+?2d)....(a+(n—]})d) 

x (a+(n—VD)d+k) (a+(n—1)d+2%) .... (a+(n—1)d+ mk) 
in ($. 2). Der Herausgeber dieses Journals ist in den Untersuchungen übeı 
Facultäten, welche er bis jetzt bekannt gemacht hat, noch nicht zu solchen 
zusammengesetzten Fällen übergegangen und hatte daher auch noch keine Be- 
zeichnung dafür vorzuschlagen. Natürlich muss, wenn der Gegenstand sich 
erweitert, auch die Bezeichnung erweitert werden. Allein dieser Erweiterung 
wegen ist das Princip der Bezeichnung (a, -+d)" keinesweges aulzugeben nö- 
thig, sondern z. B. die Facultät (2.) kann, wenn man nicht dafür (a, +d)" 
x(a+(n—1)d,+%)" schreiben, sondern das Product der beiden Facultäten 
(a,+d)" und (a+(n—1)d, +)" auf einmal bezeichnen will, nach dem 
Princıp der angenommenen Bezeichnungsart, völlig consequent und bestimmt, 
etwa durch (a, +dy,+ km "+", oder durch (a,+n|d, +m|k "+" bezeichnet 
werden; und so ähnlich in den noch weiter zusammengesetzten Fällen. 

Aus allen diesen Gründen kann der Herausgeber dieses Journals, beı 
dem besten Willen, dem Herrn Verfasser nicht darın beistimmen, dass die Be- 
zeichnung a” vor der Bezeichnung (a,+d)" den Vorzug habe. Er wird sich 
deshalb auch fernerhin seinerseits der Bezeichnung (a, + d)" für Facultäten 


Vorzugsweise bedienen. 


9% 
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2. 
Ueber periodische Kettenbrüche. 


(Von Herrn Dr, H. Siebeck zu Breslau.) 





1. ls: der Kettenbruch +! 
+1 
Ast... 1 


An 
gegeben, dessen entwickelter ganzer Zähler durch S? und der Nenner durch 
S; bezeichnet werden soll, so lässt sich bekanntlich SY nicht gut allgemein 
darstellen. Es liesse sich zwar leicht beweisen, dass $}' gleich der Summe der 
ganzen Glieder in der Entwickelung von 


1 1 l 1 
U RR + (1 +) dr) ...(1+ “8 





) 


ist: allein auch diese Art der Darstellung leistet schwerlich mehr, als die ge- 
wöhnliche Methode. 
Anders verhält es sich mit einem periodischen Kettenbruch, sobald der 


Werth der ersten Periode gegeben ist. Ist nämlich der periodische Ketten- 


bruch ,+1 gegeben und man bezeichnet den Zähler des rnten 
4, +...» 1 ; 
An 1 
a+1 
a + elc. 
Näherungswerthis durch 7”, den Nenner folglich durch $,”, so dass Ay" 
Be 
= die r ersten Perioden des Kettenbruchs umfasst, setzt darauf den 
ar 
Werth des ganzen Kettenbruchs =a, so st z=a-+]!l 
a,+ .. 1 
a, 1 


a; 


(wo a, am Ende der rten Periode stehen mag). Folglich ısi 


Ss" +8 


rm 


—n Y ven ) 
25," + 8 
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demnach 
’ rn—1 rn— 
jr BEE I" S" 9 Su 
R S5” KEHr 
Da hier (welche Grösse auch r haben mag) immer dieselbe Gleichung entsteht, 
en rn—]1 rn—]1 
. . .. uni S, S, . . 
so müssen die Grössen Eu und Ss die wir durch @ und ce be- 
kA 1 k 
zeichnen wollen, für jedes beliebige r denselben Werth haben. 
z SET. 
Bezeichnet man den (rn-+p)ten Näherungswerth durch Al" = Sap? 
nn un SS + SS 
so ist, wie leicht erweislich, X”? = —; er 
„Main SS + SS} 


Führt man hier die Constanten ce und a ein, S""= cc", "=" 


— a5,” setzend, so erhält man 
BONS © 77° v2. SO 
ES + SS — "5" 

Sr” Ss? 


r 


Da on Kr=—,, K= <> ist, so ist, wenn Zähler und Nenner durch 8,” 8; 
2 





u: $," ’ 
dividirt wird: 
K"K?’-+c 
K"’+-K’—a 
Bezeichnet man nun Ä7 durch x; ferner durch N, das rte Glied einer 
recurrenten Reihe, in welcher M=0, M=1, N,=a, N,=uN,_,+cN,_; 


so ist leicht zu beweisen, dass 





) Krr= 





vv =, u 
a’—rcN a + 7 CN, " Mliger _ : 4 we, ®+-&ı(cN_ 
2 ne e 1.2.3 
. r—1 ag r.r—1. r—2. \ 
En 2 Mat "T23 2 na, 


Es erhellet dies durch den Schluss von r auf r+1. Setzt man nämlich in die 
Gleichung (1.) & statt KT, und für X” den Werth aus der Gleichung (2.), s 


muss sich nothwendig die der Formel (2.) analoge Formel für Ay+”" finden. 


Se 


ie 


2. Setzt man demnach KÄj”=£, so findet zwischen den Grössen £, 


a, a, c folgende Gleichung Statt: 


‚r—1 u 
3) ren + CHI HNCN, + 9=0 


Man kann nun versuchen, diese Gleichung ın ıhre Factoren zu zerlegen, 
d.h. aus dem gegebenen WVerthe von Kj' auf die rF/Verthe von Ki zu 
schliessen, welche diese Grösse dann haben kann. 
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Es sei r nicht eine Primzahl, sondern —=rmp, so kann man Ee=Kr—K"r" 
auch als bloss mPerioden umfassend betrachten, deren jede p einfache Perio- 
den enthält, und für welche die Constanten @ und e dieselben bleiben. Setzt 
man daher Af"=X, so verwandelt sich die Gleichung (3.), vom rten, in fol- 


oende vom nten Grade: 
mM — 


Ve NN AH K— HN"). 
De EU. fir die m Wurzeln dieser Gleichung, so sind sıe 


np Th 


zugleich die m Werthe, welche die pfache Periode A7” in Bezug auf K 


haben kann. Sucht man daher die p Werthe von A} in Bezug auf Kf"=£'‘; 


Er. 


dann die » Werthe von Ay in Bezug auf A"—= dann die pWVerthe von 


Ky' in Bezug auf Af"—=&' 


‚ etc., so müssen die so alfa mp Werthe zu- 
gleich die Wurzeln der Gleichung (3.) sein. Nun sind aber die mp Werthe 
von K7 in Bezug auf A7”, nemlich &, &, &, .... & nothwendig die Wur- 


zeln der Gleichungen 


te) 


p—1 R 
afr—p(eN + MN &)ar+ "3 (cH+ N5)— = (N, + NE) =, 





ar plc + NEN ar HP en + EN) — (ei, + 1,8) = 0, 


'P —1 r r eu r 
a’—p(eN,-+ NE“), Dan Bun . 3° eN + NE") — = (eN,1+N,E“) =, 


n Mr r “(im De pP. —— m 7 17) 
a’ — pleN, + NE N)ar + —(e N +N,£”) —=&(cN,_,+N,E”) = 0. 
Demnach muss das Product —— Gleichungen die Gleichung (3.) geben. 
Hierdurch ist folgender Satz bewiesen: 
Ist £ eine beliebige unbestimmte Grösse und r=mp (wo r, m, p 


ganze Zahlen sind), und bezeichnet man den Ausdruck 
4 y rk ei r.r—1 Tr Fr r—2 En 7 1% 
— Te + Ns) + 73 (N + NM5)a — = (cN,_ı + N.:) 


durch P,(), (während N,, N, .... N, eine recurrente Reihe bilden, deren 
Beziehungsscale V,=uN,_,+eN,_, ist und in welcher N, =0, N, = 


ist): sind ferner $/, &%, &%, .... &£”’ die m Wurzeln des Ausdrucks P,(£) 
(nach © genommen), so findet folgende Gleichung re 
> ae cs > “4 77 c(m) 
) PAI=PEI) PEN PEN. P,E”) 


Eine Anwendung dieses Satzes ist ın den fiat Bitabianen über 


recurrente Reıhen gemacht. 
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> 


Die recurrenten Reihen, vom Standpuncte der 
Ziahlentheorie aus betrachtet. 


(Von Herrn Dr. H. Siebeck zu Breslau.) 


Di. Theorie der Kettenbrüche bildet bekanntlich ein so wesentliches 
Element der höhern Arithmetik, dass selbst in denjenigen Beweisen, in welchen 
jene nicht unmittelbar angewendet wird, doch die successive Art zu schliessen 
nicht selten darauf hindeutet, dass in der That das Wesen des Kettenbruchs 
zum Grunde liegt. Andererseits aber hängt jene Theorie mit der der reccur- 
renten Reihen zu eng zusammen, als dass man nicht der Vermuthung Raum 
geben dürfte, dass von dieser Seite eine Ausbeute für die Zahlentheorie zu 
hoffen sei. Vielleicht veranlassen die hier durch die einfachsten Mittel gewon- 
nenen Resultate, jene Hoffnung nährend, andere Kräfte zur Behandlung dieses 
Gegenstandes. 

Wir bemerken ein für allemal im Voraus, dass wir nur diejeni- 
gen recurrenten Reihen mit zweitherliger Beziehungsscale betrachten, deren 
Dies Glied =0, das erste —=]1 ist. Bezeichnet man also das rte Glied einer 
solchen Reihe durch W,, und sind a und ce irgend zwei relative Primzahlen, 
so sı N,=aN,_, +cN,_,, und zwar N,=0, N =1, N,=a, N,=u”’+.c, etc. 
Die Zahlen @ und ce mögen die Beziehungscoefficienten heissen, die Zahl 
a’+4c aber mag ein für allemal durch 5 bezeichnet werden. 

Das allgemeine Glied N, lässt sich nun von dreifachem Standpunct aus 
betrachten. 

Erstens lässt es sich unmittelbar durch einen ganzen rationalen 


Ausdruck darstellen. Für ein ungerades r ist nämlich 


—?2 —3)(r—4 . —)(r—I)(r—6) ,_- u: 
1) N,=a'+7- PERL; . = er A ps ik Ze 2 . 








für eın gerades r aber 


—2 —3).(r—4 
N,=a+ = ac+" 2 2 5er Sa +5 ac 2 


[9 


Po 








In der That werden diese Gleichungen, welche auch auf NM, und N, passen, 
durch den Schluss von r auf r+1 bestätigt. 
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Zweitens ist leicht zu sehen, dass, wenn man in der Entwickelung des 


pP 


Kettenbruches @a+ € den rten Näheruugswerth =7, selzt, ,=N,,, 
a+c f 
a+c 
at etc. 


und A,=N, ist. Hieraus folgt, dass man N, als Nenner des rten, oder auch 





als Zähler des (r — 1 )ten Näherungswerths des genannten Kettenbruchs be- 
trachten darf. 


TRIER? a le | 0 Msn a Don 
Drittens giebt die Reihen-Entwickelung des Bruchs die Reihe 


N, -+N,0-+- N,a”+ etc., deren allgemeines Glied N,x’"" ist. Zerlegt man aber 
diesen Bruch ın Partialbrüche, entwickelt dieselben in Reihen und ordnet die 


Summe der letzteren nach Potenzen von x, so erhält man 
’ 


r _ (atVbr—ta-Vbr 1 
2) = (a+Yb)—(a—yb) ' 2-1’ 


wo Ö die obige Bedeutung hat. Es versteht sich von selbst, dass dieser Bruch 
stets eine ganze rationale Zahl giebt. Wir werden bald sehen, dass für ein 


ganzes zm auch allgemein 
(arvbyr—(a-VI" 1 
(a+Vb"—(la—yb)"  2e-nm 


stets eine ganze ratıonale Zahl geben muss, 


0 . 
Anm. Ist 5=0, so giebt die Gleichung (2.) N, =,: In diesem 


Falle kann aber nur, da und c relative Primzahlen sind, a=2, c=—1 sein, 


d. h. man erhält die natürliche Zahlenreihe, und es ıst daher V,=r. Die 


Gleichungen (1.) geben dann 
r—2__ r—2 
u, R $r—) > ER - - 6 
ra ı 2° +....4+6-D) 57 für ein ungerades r; 
r—?2 r—?2 


r=2"——72°+...+(—-1) 57 für ein gerades r. 


2. 


Ist & eine beliebige unbestimmte Gröse und g=rm (wo g, r, m 


un 


‚ ' r j ET 
ganze Zahlen sind), und bezeichnet man den Ausdruck a"—T(cehh + N E)a'" 


VE 
1.2 
wie in dem Aufsatz über periodische Kettenbruche bewiesen 


Pi) =P, 3, Pe"). P, CE")... P(E9) 


l 1 = a h de . 
+ (eV, + N8)20”°— ....+(—1V)'leN,ı + N,E) durch P,(S). so ıst, 
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ad 4 DR] r 
wo &, &, 2 ....&” die rWurzeln von P,(£) (nach & genommen) sind. 


- . De 


Hieraus folgt nun, dass das letzte Glied von P,($) gleich dem Producte der 
letzten Glieder von P,(&), Pa(&'), -... Pu(&”); d.h. 
CN, 1 + N,E=(eNaa tt NE) (Nat Nn$") .... (EN„1 NE”) 
oder 
eN, 1+N,5=cN,Ü1tce"N,.23N.G+e "NZ N:.G+ +N,C,, 


sein muss, wenn man unter C. die Summe der Combinationen zu «u der 


Wurzeln &, 5, &% ,,., &” versteht. Es ıst aber 

P,(2s)=x"—r(cN;+N,S Ja + 7 (cn, +N:)2"”— =Z(cN+N,:), 
En ’ r.(r—)).. EHER 
folglich allgemein C, = u. 3. —-(eNn_ı+N,.8). 


Hieraus folgt 
7 > rar r— in PR r.r—1 ce 
ceN,_ı HN, sc Nn—ı t+re INS Nm (EN +N,S)+ 1. ye "N N;(e "N ı + N: $) + u 


+ Nil +N,:). 
Demnach ist 





r—1. 
ach ı—(eN,_ı+reN,-ıN, +5 ar Nu NaN + HeNN. 1) 


N, a NAN.N.+ ws, AN-EN2 N. + +N,N,) 


Dieser Bruch aber muss, da $ eine ganz unbestimmte und unabhängige Grösse 


ist, = sein. Folglich ist (da N, =0) 


Sr 





0 
—1 R —1.r—2 
N, — r—1 Nr. o- + nn ce”? ], atnec! N2N + T. T 33 ae N? N. rt N’ N_ 
3) . . 
—1 
N, = rc" N, MN, + 7 ac" Na Nat NN, 


Da nun in se Gleichung die rechte Seite durch N,, theilbar ist, so ist 
auch N, durch N, theilbar. Demnach ist folgender Satz bewiesen: 


Geht m ın q auf, so geht arch N, ın N, auf. 





2 —) 4 
Zusatz. Es folgt hieraus, dass a” 4, ) aT°’c+ EN, 75.0? etc. 
m—?2 m—3)(m—4 
den Ausdruck a”' + ame Pe a”? c”—+ etc. zum Factor hat, 


wenn zn ein Factor von g ist. (Bekanntlich ist +0 +2°+ +2”, wenn p 
eine Primzahl, nicht in zwei reelle, ganze Factoren zerlegbar; es lässt sich ver- 


»—%2 —3).(7—4 
muthen, dass a’ + I rc + ma va 1 Dre ?3.2 + etc. dieselbe Eigen- 


schaft hat.) 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII, Heft 1. 10 
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z r . ‚ . +VYhyw® —(a—Vby” 
Zusatz 2. Da N,,. durch N,, theilbar ist, so muss auch a, 





nr 
oe (a+Vb)—(a—yb) ' 2-1 theilbar sein; d. h. es muss der Bruch 
(4-H| ))y"" — (a—Yb)” l 


(ar Vbyr—(a_yVbr ' 300m stels eine ganze reelle Zahl geben. (S. oben.) 


Zusatz 3. Haben g und p den Factor « gemein, so haben auch N, 


und N, den Factor N, gemein. 


ar } 


Es lässt sich durch den Kettenschluss beweisen, dass allgemein 
4) Non +n — CNm Na + A m+-1 N ist. 
Unter der Bedingung der Richtigkeit dieser Formel müsste nämlich auch 
Nm-n+1 — CcNm Na + Na-pl Na-1 
sein. In der That ist aber Nn-gnp1 = @Nm+n + eV\m+n—ı. Setzt man hier, 
der zu beweisenden Formel (4.) gemäss: 
Nm-en —= cNm Nn—ı + N Nn 
cNm—1 Nn—ı + Nm N. ; 


Nmn—I 
;o erhält man 
Vn+n--1 —— cNnm N, + aNn+1 Na + cNn—1 (aNm ku CN m—ı) 
— C Nm Na + aNn+1 FE Nn--1 
— cNnNn + Na! Na1 - 
was mit der Gleichung « übereinstimmt. Da nun, wie leicht zu sehen, die 
Gleichung (4.) fürn=1,n=2, richtig ist, so muss sie auch für jedes 
orössere N passen. 
Aus der Gleichung (4.) leiten wir folgenden Satz ab: 
Sınd p und q relative Primzahlen, so sınd auch N, und N, 
relative Primzahlen; und umgekehrt. 
Beweis. Zuvörderst leuchtet von selbst ein, dass N, und N,+ı relative 


Primzahlen sind (als Zähler und Nenner eines Näherungswerths des Ketten- 


bruchs a+e Es sei p<g und zwar g=up-+a (wo a<p), so ısl 
at c 
at etc.). 
auch @ zu p und g relative Primzahl. Nach Gleichung (4.) ıst aber 
V,=cNypNe-1 + Nup+1N.. Hätten nun die Zahlen N, und N, und folg- 
lich W, und N,» (da nach($. 2.) /,, ein Vielfaches von N, ist) den Factor % 


mit einander gemein, so müsste auch, da N,p-p1 zu N.» relative Primzahl ist, 
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N. diesen Factor % enthalten. Es sei nun p=va+f, wo also 5 auch re- 
lative Primzahl zu « und p und —a ist, so ist 
N» = Na Ns—ı + Niapi N; 

Wir schliessen hier wieder eben so, dass N; den Factor k enthalten müsse 
Indem man wieder a=gß+y, P=oy+6d, y=rd-+e, etc. selzt, beweiset man 
der Reihe nach eben so, dass W,, Ns, N .... (wo 9,6, &.... alle zu p und q 
relative Primzahlen sind) sämmtlich den Faktor k enthalten müssten. Nun muss 
man, da »p und 4 relative Primzahlen sind, in der herabsteigenden Reihe 
1, P, Y 0, € »... nothwendig einmal zur Einheit gelangen. Also müsste auch 
N — 1 den Factor 4 enthalten: was nicht möglich ist, da k eine reelle ganze 
Zahl ist. Folglich müssen V, und N, relative Primzahlen sein. 
Umgekehrt sind aber auch p und g relative Primzahlen, wenn es Y, 
und N, sind. Denn das Gegentheil würde dem Zusatz (3. $. 2.) widersprechen. 

Zusatz 1. Sınd VW, und N, nicht relative Primzahlen, so sind es auch 
die Zahlen »p und g nicht. 

Zusatz 2. Ist p eine Primzahl, so ist V, relative Primzahl zu /,, 
Ny,.... N,_ı. Hieraus folgt, dass kein Factor von N, früher ın der Reihe vor- 
gekommen sein kann. 

Zusatz 3. Ist N, eine Primzahl, so muss nolhwendig auch p eine 
Primzahl sein, (wenn nicht a=]1, da in diesem Falle auch \, eine Prim- 
zahl sein kann ). 

Mit Rücksicht auf die Gleichung (1.) lässt sich also unbedingt behaup- 
ten, dass p eine Primzahl ist, sobald Werthe von « und ce gefunden werden 


. ” 2 Pd dD: ;). 
können, für welche der Ausdruck aa ar c+ { 1. 2 ac etc. 


eine Primzahl giebt. 

Umgekehrt scheint dieser Ausdruck, wenn p eine Primzahl ist, sehr 
reich an Primzahlen zu sein. Istz. B. py=17, a=l, so giebt für c=—4, —3, 
— 2,—1,0,1,2,3,4, jener Ausdruck 13, 11, 7, 1, 1, 13, 43, 97, 151; wel- 
ches sämmtlich Primzahlen sind. Wir werden über die Natur der Factoren 


von N, Näheres bestimmen. 


$. 


zur b | 
Lehrsatz. Ist p eine Primzahl, so ıst N, =(G) mod. p. (wo 


(- —)=+1 1; nach der Legendre'schen Bezeichnung). 
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ri ' (a+Vb)P —(a— vr 1 
> ‚Prc ' | u deren —— | 
Beweis. Es ıt N, = (arVb)-(a_y) 
Entwickelt man diesen Ausdruck, so erhält man 
ce “ p.p—l.p—2 _ pp—1l „„Z on 
2N,=patr gg ar r+ +77 ade 








Hier sind alle Glieder rechts, ausser dem letzten, durch p theilbar; also ist 
p-1 


2" =b®? mod. p., folglich, da 2’ = 1 mod. ». und = = (--) 
u PD; 5 ’ P: p 


N.= (2) m mod. p. 


Zusatz. Dieser Satz ist nicht anwendbar: 
1) Bei der natürlichen Zahlenreihe, weil hier 5 =d ist; 


2) Wenn p ein Factor von d ist. 


S. 6. 


DW 


Lehrsatz. Es ist N, ( Zi = (0 mod. p. 
p 
n . —+1 N, . 5 . is 
Beweis. Da die Brüche - * » w,, 7wei auf einander folgende Nä- 
g- 





herungswerthe des Kettenbruchs a+ € sind, so ist W,4,V,_: — N, 
a+e 
at elc. 
= (—1)’c’”. Folglich, da nach dem vorigen Satze N, == 1 mod. p und 
demnach N/=+1 ist, und da ferner (-1c""=—1, N,1,Nı —1=—1 
mod. p ist, so ist N,4ıN,-ı = 0 mod. p. 
Demnach ıst entweder N,yı oder ng = () mod. p. 

BER; Men nun 3.0 A 1] 

(aryVb)—(a—yV) M- Murız 


| Wr WER WB pi 
Be 5 -ar?b+ + (p+1)ab? 


Es ıst nun N; 


Hier sind rechts alle Glieder, ausser dem ersten und letzten, durch p theilbar; 


demnach ist 
rl 
I’N,n=(p+lba(af" +b:) mod. p. 
p-1 
Da nun 7? =1 mod. p, p+1=1 mod. p, a'=1 mod. p und b* = (- ) 


Ist, so ıst 


2N,.,=a(l+ (0). 
b : b 
Ist demnach (-) —=— 1, so ist N,4, = 0 mod. p; ist aber (-;) = +1, so 


kann /,,, nicht = 0 mod. p, und es muss folglich (in Folge des ersten Theils 
dieses Beweises) \,_,= 0 mod. p sein. Demnach ist der Satz bewiesen. 














u 
d 
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Anmerk. Aus dem Obigen folgt, das, wenn N, =+J1 ist, N,,, 


nicht = 0 mod. p, und wenn N,=—l st, W,_, nicht = 0 mod. p sein kann. 


BAT. 

Aus vorstehenden Sätzen lassen sich nun folgende Schlüsse ziehen: 

1) In der recurrenten Reihe N,, N,, \,, .... muss jede Primzahl, die 
nicht ın 5 aufgeht, unendlich vielmal als Factor vorkommen. Die natürliche 
Zahlenreihe giebt von allen recurrenten Reihen die Primzahlen mit möglichst 
geringer Beschleunigung. 

2) Setzt man, p und g seien Primzahlen und q sei ein Factor von /,, 
so kann g in keiner der Zahlen N,, N,, .... N,_ 
Zus. 2.), und ist selbst >p. Da nun g nothwendig in N en aufgehen muss, 


‚ als Factor vorkommen (S. S. 3., 


Ai 


so haben NV, und Mech) den Factor g gemein, und es muss folglich, da W, 


i ua b en 
das kleinste Y ist, in weichem g als Factor vorkommt, qg — (-) ein Vielfa- 


ches von p sein; oder genauer: da m gerade sein muss, damit y eine Primzahl 


even b 
sein könne, muss g=2mp + = sein. 


—] 


Ist nun 5 selbst eine Quadratzahl (wie z.B. wenn N =1-+x ++... +. 


’ b sc 
ist, so ist (7) stets =+1; also g in diesem Falle stets von derForm 2np-+1; 


welches mit einem bekannten Satze übereinstimmt. 
Ist 5 eine Primzahl, so kann es nur von der Form An-+1 sein; also 


ist, nach dem Satze der Reciprocität = ) = (7). In diesem Falle ıst dem- 


nach jeder Factor 4 von N, von der Form 2mnp-+1 oder 2np —1, jenachdem 
q ein quadratischer Rest von 2 ist, oder nicht. 
Ist @ eine gerade Zahl, etwa =2n, so ist b=4(n?+.c). Da nun 


rl 


4 stets ein quadratischer Rest ist, so ist g alsdann stets = 2mmp + kr 


Breslau im September 1845. 
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Ueber independente Darstellung der höhern 
Differentialquotienten und den Gebrauch des 
Summenzeichens. 


(Von Herrn Cand, math. R, Hoppe zu Berlin.) 


| ); eine Nachricht von dem Inhalte meiner Schrift „Theorie der 
independenten Darstellung der höhern Differential-Coeflicienten für das gegen- 
värtige Journal nach der Meinung des Herrn Herausgebers desselben nicht 
unpassend sein dürfte, so benutze ich dies, um in Folgendem Einiges über die 
Tendenz und den Inhalt der Schrift zu sagen und beginne mit der bisherigen 
Auseinandersetzungsweise dieses Gegenstandes. 

Der erste Weg, zu independenten Ausdrücken der höhern Differentialquo- 
tienten verschiedener Functionen zu gelangen, war ohne Zweifel die Induction, 
welche bei einigen Functionen, z. B. sın x, arc sin ©, ohne Weiteres zu Re- 
sultaten führte, bei andern, wie Ig x, sec ©, durch Kunstgriffe, namentlich, 
wie bei arctg , durch eine dem jedesmaligen Falle angemessene Wahl der Ent- 
wicklungsform, unterstützt wurde. Von den auf diese Art gewonnenen Resul- 
taten aus ist man noch einen Schritt weiter gegangen, indem man verschiedene 
Richinngen einschlug. 

Das am nächsten liegende Verfahren, welches sich jederzeit anwenden 
lässt, und daher jeder beliebigen Allgemeinheit fähig ist, ist immer, die Glie- 
der der allmäligen Entwicklung in ihrer natürlichen Folge sich ungestört aus- 
breiten zu lassen, ohne sich auf Versuche zur Vereinfachung der Ausdrücke 
einzulassen, und alsdann das Bildungsgesetz derselben näher anzugeben. Von 
diesen Ausdrücken, die man combinatorische Entfaltungen nennen könnte, lässt 
sich indessen nicht erwarten, dass sie der geringsten Anwendung fähig sind. 
Um dies Verfahren mit dem vorgenannten in Verhältniss zu stellen, so geht 
jene Induction darauf aus, die Ausbreitung der Entwicklungsglieder durch Ver- 


einfachune so zu hemmen, dass sıe a priori gewisse Grenzen nicht überschrei- 


ten kann: wovon die Folge ist, dass die Ausdrücke immer eine, wenn gleich 
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öfters schwerfällige Anwendung gestatten. Konnte nun entweder die Induction 
dies Ziel nicht erreichen, oder doch keine bequemen Ausdrücke liefern, so 
musste eine gewisse Anwendbarkeit auf andere Weise erstrebt werden; und 
dies war das Augenmerk der noch übrigen Untersuchungen auf diesem Felde. 
Unter den dazu angewandten Mitteln sind besonders zwei zu nennen. Das 
erste besteht darin, verschiedene combinatorische Entfaltungen auf einander 
zurückführen. Dies hat Pfaff gethan, indem er die höhern Differentialquo- 
tienten durch Localformeln ausdrückte, und es dadurch möglich gemacht, nach 
einmaligem Uebergang von den einfachern Functionen zu den nächst zusam- 
mengesetzteren, die ursprünglich ungefügen Ausdrücke in der Rechnung zu be- 
handeln. Aber hiermit war auch jeder weitere Fortschritt so gut wie abge- 
schnitten, indem die neuen Ausdrücke nicht mehr die Form der alten hatten, 
vielmehr ıhre Entwicklungs-Coefficienten selbst veränderlich geworden waren. 
Das zweite Mittel besteht in der Anwendung der Differenzenrechnung, die je- 
doch eben so wenig gegründete Aussicht giebt, eine vorgeschriebene Bahn direc! 
verfolgen zu können, weil sie ganz an die Analogieen gebunden ist, welche sie 
hervorgerufen haben, und nichts vermag, wo diese sie im Stiche lassen. Sie 
würde gerade Dasselbe leisten, wie die Localformeln. Beispiele wirklich gesche- 
hener Anwendung lassen sich indessen nur für specielle Fälle aufweisen. 

Diese Thatsachen waren nöthig, um die Forderung klar zu machen, 
welcher eine Theorie der independenten Darstellung der höhern Differentialquo- 
tienten zu genügen hat, und um zu zeigen, dass die bisherige Behandlungs- 
weise keine Aussicht giebt, ıhr genügen zu können. Diese Forderung be- 
steht darın: 

1) Dass an die Stelle der Induction ein regelrechtes Verfahren trete, 
um vom Einfachen zum Zusammengesetzten fortschreiten zu können; 

2) Dass durch diesen Fortschritt die Form der Ausdrücke nicht geändert 
werde, damit die Anwendbarkeit der Methode von vorn herein verbürgt sei; 

3) Dass die Fähigkeit der Ausdrücke, sich unter allen Umständen in der 
Rechnung behandeln zu lassen, nachgewiesen werde. 

Da, wie ıch bemerkt habe, die in Rede stehende Untersuchung häufig 
als zur combinatorischen Analysıs gehörig angesehen wird, so ist es nöthig, 
den Unterschied hervorzuheben, der sich zwischen dieser und der Reihen- 
theorie findet, und zu erklären, dass sie um der zweiten Bedingung willen 


mit der ersten nichts gemein haben kann. Das Princip der combinatori- 


schen Analysis ist natürliche Entfaltung, ohne Zwang der Form: das der Lehre 
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von den Reihen und bestimmten Integralen hingegen Transformation. Wenn 
ın der erstern auch Umformung Statt findet, so folgt sie erst auf die Entfaltung: 
und die blosse Entfaltung ist schon ein hinreichender Gegenstand ihrer Unter- 
suchung. Indem aber die Ausdrücke der höhern Differentialquotienten so- 
gleich eine bestimmte Form annehmen müssen, wie es in der genannten Bedin- 
gung ausgesprochen ist, so kann von keiner natürlichen Entfaltung die Rede 
sein, und es wird sich durch die Art ihrer Erfüllung zeigen, dass die Unter- 
suchung in das Gebiet der Reihentheorie fällt. 

Ich will nun die Mittel angeben, die ich in der genannten Schrift an- 
gewendet habe, um allen drei Forderungen zu genügen. 

Zuerst habe ıch unter andern, weniger gebrauchten, folgende Re- 
ductionsformel (Seite 38. Gleichung 5.) entwickelt: 











darf) -_ "Zr = Aue dn.zt 
) _— I u 23 — Sl) (li z—h 
(5) dc” ne ww (2) - ( 1) kenz dar ’ 
k=] h=]1 
welche nach Auflösung der Summenzeichen wie folgt lautet: 
d"f(z) ML LPT 1 d’z 
de” 1 FG) re 
Be an 2 drz ww. / 
a OT ee 
r ps Nn o2 &‘ 
die Bi fi z) 3 : d"z RE: 3 ö d”.z ” dr.zl, 
1.2.3/ \"/tlg da MER = se" der’ 
zt 4 d"rz 6 dr,22 4 dr. 2? 1 d”.z* 
+ al ots mot 
1.2.3.4. t s da x dc” < dar x dc” 
u. 8. m, 
zn j n, d”z n® d”.2? Nn d".zr! 
an FR A Eee Be ee € 
+ 13 nF (2) Tg dar Tz2' de Te. r zn da” 


Die Anwendung dieser Formel will ich an einem Beispiele erläutern. Es seı 





f@) = e” und z=x°; alsdann ist 
d*.e°: j 
F (2) = a: af e” 

dr ü gr dr ach» 





—— BE: ‘ hb—n 
de” da” — 1 2 oo. ZB (hb),x 
k=a# undz’=s”. 
Führt man diese Werthe in die Gleichung (5.) ein, und setzt 1.2.... na”" 


und e° als gemeinschaftliche Factoren heraus, so kommt 


n az? ar? k=n kmkb h=k 
d e e " < ax x r \ 
der ng 1 = .... !ı zn rei 12. .% pi A a 1)Y+h k, (hb),, 








oder, nach Auflösung der Summenzeichen: 
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dr er? t era 
So =T7.3. „nz [7 .(b), 





+ 171-206), + (22),\ 


a? x?” 
+ 193 13(6) — 3(22), + (35), 


a t pad 


+ 17334! 406)+6(22),— 4(3b),+ (46), 
a” zb u " n 2 
+13. , Fl) Fb)... +nnb). |; 





In diesem Beispiele ist man von den einfachen Functionen e, x+, 


deren höhere Differentialquotienten als bekannt vorausgesetzt wurden, zu der 
zusammengesetzteren Function e“=” aufgestiegen. Um zu zeigen, wie sich das fer- 
nere Aufsteigen bewerkstelligen lässt, setzen wir in die Gleichung (5.) f(z)=cos: 


und z= e“’; alsdann wird 
S*(@) = cos (z + !kr) 


und nach der eben gefundenen Gleichung, wenn man daselbst p statt %, 4 statt 


h, und ha statt @ schreibt: 


d". zh d".e hazd 
der” dar 


,) aorani = 
— pn ha we )P or 


Mavın u ui. 





ee l)p+7), (gb).. 


Nach Substitution dieser Werthe giebt die Gleichung (5.): 





r k=n eka’ gi -_ =k 
d. cos es.” I EE 
l; ea N nn nn: | E ‚axcb 1 k+-h 
l S u 
\ \) de" FL u ® 2. "co (e U ER Se 1) k, x 
ezig a nr 


— 1r+1p,(gb),. 
0; 2. gt ir, Ps(40) 


Das Gelingen dieser SR Operation war davon abhängig, dass dıe 
Function die willkürliche Constante a enthielt, um Aa substituiren zu können, 
welche in @ auch nur ganze Zahlen zu begreifen gebraucht hätte. Um daher 
das Verfahren fortsetzen zu können, würde man statt f(z) = cos z sogleich 
S‘(2)=cos” z haben setzen müssen ; und da sich die höhern Differentialquotienten 
dieser Function für ganze positive mn leicht ausdrücken lassen, so würde diese 
Aenderung kein Hinderniss gewesen sein. Diese Verallgemeinerung durch einen 


beigefügten Exponenten lässt sich ın den meisten Fällen umgehen; wor- 


über das fünfte Capitel nachzusehen ıst. Die Bedingung einer ungestörten 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXX. Helft 1. Il 
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Anwendung der Reductionsformel ist daher nur die, dass die nacheinander hinzu- 
tretenden Functionen, wie hier @°, e“, cos x, zu denen gehören, von welchen 
man bereits die höhern Differentialquotienten ihrer ganzen positiven Potenzen 
kennt. Dies ıst bekanntlich der Fall bei den Functionen a+x, ax, x", e*”, 
cos x, sın ©, und ich habe in den Capiteln XI. bis XVI. gezeigt, das auch /x 
und arctg » dazu gehören. Die aus diesen Functionen zusammengesetzten be- 
greifen alle algebraischen und sogenannten transcendenten Functionen erster Classe 
ın sich, deren höhere Differentialquotienten sich demnach jederzeit mittels der 
Gleichung (5.) bestimmen lassen, wenn nur ihre Zusammensetzung von der Art 
ist, dass man immer eine neue Function con der vorher betrachteten Function 
genommen hat. Da indessen auch eine Zusammensetzung durch Addition oder 
Multiplication mehrerer Functionen Statt finden kann, so ist dieser Fall noch 
besonders zu berücksichtigen; wegen dessen ich, weil er sich durch lauter be- 
kannte Thatsachen erledigt, nur auf das vierte Capitel verweise. 

Hiermit ist die Möglichkeit nachgewiesen, eine ununterbrochene Re- 
duetion auf die höhern Differentialquotienten so anzuwenden, wie man sie bisher 
bei der einfachen Differentiation angewandt hat; und zwar geschieht dieselbe 
nıcht vom nten Differentialquotienten auf den n—1ten, sondern vom nten 
der einen Function auf den nten der andern; so dass die independente Aus- 
drucksform ausschliesslich und von Anfang an gebraucht wird. 

Was ferner die zweite Forderung betrifft, dass sich die Ausdrucksform 
bei der Reduction nicht ändern soll: so ist zu dieser gemeinschaftlichen Form 
die vielfache Summe genommen worden, welche eine constante Anzahl von 
Summenzeichen, oder von unabhängigen Indices, nach welchen summirt wird, 
enthält. Unter einer vielfachen Summe wird die Summe einer Reihe (und 
zwar ist hier nur von endlichen Reihen die Rede) verstanden, deren allgemei- 
nes Glied wieder eine Summe zum Factor hat, die gleichfalls eine vielfache 
sein kann. Dass diese Form eine Beschränkung enthält, sieht man, wenn 
man z. B. die Coefficienten der Entwicklung des Ausdrucks 

(1 + AX + Ay? + Ay’ + ....)" 
nach Potenzen von & durch einfache Summen allgemein ausdrückt; denn die 


Anzahl der unabhängigen Indices im Ausdruck des mten Coefhicienten wird 


nicht constant, sondern entweder von m oder von n abhängig sein müssen. 
Dass hingegen alle Ausdrücke, welche die hiesige Reductionsformel liefert, inner- 
halb dieser Form fallen, ist insofern unzweifelhaft, als bei jeder Reduction 


höchstens zwei neue Indices hinzukommen: so dass die Anzahl der gesammten 
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letztern allein von der Beschaffenheit der Function abhängt, für jede Function 
aber, namentlich gegen den Ordnungs-Exponenten, jederzeit constant ist. 

Die dritte Bedingung endlich enthält die Forderung, dass sich die ge 
wonnenen Ausdrücke ohne Hinderniss in der Rechnung behandeln lassen. 
Eine endliche Reihe ist jederzeit völlig bestimmt durch eine Function, welche 
ihr allgemeines Glied, und durch zwei Zahlen, welche den kleinsten und gröss- 
ten Werth des Index ausdrücken. Es muss sich daher die Rechnung mil 
Summen endlicher Reihen auf eine solche mit den genannten drei Elementen 
zurückführen lassen, Die sich hierauf beziehenden Regeln habe ich in der 


Einleitung meiner Schrift zusammengestellt und wıll fürs Erste die dazu De- 


trolffenen Bestimmungen angeben. 
Der Ausdruck —=b 
P; U; 


k=a 


bedeutet nach ıhnen die Summe aller Werthe, welche z, annımmt, wenn / 


r ® en = . >. > . . 
alle ganzen Zahlen, die ” a und 6 sind, durchläuft. Er ıst daher =, sowohl 


wenn 2>bÖ, als auch wenn zwischen a und 5 keine ganze Zahl enthalten 
ist. a und 5 sind beliebige ganze oder gebrochene Zahlen. 

Ein solcher Ausdruck entspricht einem bestimmten Integrale, wie eine Summe 
ım Sinne der Differenzenrechnung einem unbestimmten Integrale entspricht. Bei 
dieser Vergleichung stellen sich folgende Unterschiede heraus. Die Zunahme 
der Veränderlichen % ıst immer =1, und also positiv, während sie beim Integral 
auch negatıy sein kann. Deshalb ist es nöthig, die Grenzen zu vertauschen, 
sobald eine negative Veränderliche substituirt wird; z. B. es ist, wenn man 


k=n—h sett, 


k=b h=n—a 
Pu Un—h 
k=a h=n—b 


Ferner vermehrt oder vermindert sich die Gliederzahl, wenn man eın Viel- 
faches des Index, z. B. 3% oder 2% substituirt; und indem man die überschüssi- 
gen Glieder abzieht, oder die fehlenden ergänzt, zerfällt jedesmal die Summe 
durch eine solche Substitution in mehrere. $. $. 4. Beide Aenderungen finden 
beim Integrale nicht Statt. Während beim Integrale eine Vertauschung der 


Grenzen eine Aenderung des Vorzeichens bewirkt, steht hier der dadurch 


veränderte Werth der Summe mit dem ursprünglichen in keiner Beziehung. 
Obgleich hier die Analogie mit dem Integrale, und zwar mit Vortheil für die 


Zerlegung der Summen, nach 8. 5. hätte festgehalten werden können, so habe 
11% 
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ich doch zu Gunsten der Vertauschung der Summenzeichen, welche die wich- 
tigste Operation ausmacht, und die dadurch übermässig complicirt geworden 
sein würde, die Anordnung so gemacht, dass von jenen beiden Werthen der 
eine immer = (0) wird, während er sonst die Glieder des andern subtractiv ent- 
halten haben würde. Endlich ist noch zu bemerken, dass beim Integrale aus 
dem beistehenden Differentiale klar ist, zu welcher Veränderlichen das Inte- 
gralzeichen nebst seinen Grenzen gehört, während hier, wo Ak nicht dabei- 
steht, der Buchstab des Index bei der Angabe der Grenzen zur Vermeidung 
von Zweideutigkeiten nicht fehlen darf. 

Die Operationen oder Transformationen, welche mit Summen vorge- 
nommen werden können, sind nun zwar denen mit Integralen analog. Da 
sie jedoch keine gleich ausgedehnte Anwendung gestatten, concentriren sie sich 
auf die folgenden wenigen; so dass jene Analogie mehr zurücktritt. Die erste 
ist die schon genannte Substitution ($. 2. 3. 4.); ihre Anwendung wird später 
vorkommen. Die erwähnte Art in $. 4. dient, wie man leicht sieht, die gerad- 
und die ungeradstelligen Glieder zu sondern; was bei der Reduction imaginärer 
Ausdrücke auf die Form @+5Yy—1 sehr zu Statten kommt (Seite 125. ıst ın 
dieser Art Gebrauch davon gemacht), ingleichen die Ausdrucksform für In- 
terpolation der Reihen offen erhält. Die zweite Operation ist die Vertau- 
schung der Summenzeichen. In Bezug auf diese ist ın $. 10. 11. 14. 15. 
nachgewiesen, dass sowohl die Summenzeichen einer viellachen Summe, als 
auch mit ihnen die vor, zwischen und hinter ıhnen stehenden Grössen, und 
beliebige Factoren derselben, sich wie Factoren eines Products untereinander 
vertauschen lassen; mit der Einschränkung, dass vor ein Summenzeichen nie 
eine Function von dessen Index zu stehen kommt und dass in gewissen Fällen 


die Grenzen nach bestimmten Regeln, welche in $. 10. 11. 12. abgehandelt 


sınd, sich ändern. So z. B. ist 


k=n h=k h=n kn 
ss u ZZ, =2 2 uv. 
k=0 h=0 h=0 k=h 


Die Vertauschung der Summenzeichen liefert Mittel, eine Menge Transforma- 
tionen von Summen-Ausdrücken mit grosser Leichtigkeit auszuführen, und zwar 
ohne irgend durch die Menge der sich involvirenden Summen gestört zu wer- 
den. Deren sind besonders folgende zu nennen. 

Will man einen Summen-Ausdruck nach Potenzen einer darın enthalte- 


nen Grösse x ordnen, so entwickele man die etwa noch darın befindlichen 


Functionen von x nach Potenzen von X; dann wird man zwischen verschie- 
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denen Summenzeichen Potenzen von &, z.B. x”, x, x erhalten, deren Ex- 
ponenten von beliebigen Indices abhängig sind. Ist nun z. B. k der Index der 
ersten, d.h. von den übrigen ıinvolvirten Summe, so substituire man k— m — n 
für k: dann bleibt bloss «* übrig. Bringt man darauf das Summenzeichen der 
k nebst a* an das Ende links, so drückt ohne Weiteres der übrige Theil 
des Ausdrucks den allgemeinen Coefficienten einer Potenz von x aus. Da man 
aber gleich anfangs einen beliebigen Index zum ersten machen kann, so lässt 
sich die Operation auf mehr als eine Weise vollziehen, und das Resultat fällı 
auch ım Allgemeinen formell wesentlich verschieden aus. Die Modificationen, 
welche das Verfahren nach den Umständen erleiden muss, sind zu klar, als dass 
Negeln etwas nützen könnten. 

Will man mehrere Summenausdrücke. algebraisch multipliciren, so 
braucht man sie nur neben einander zu schreiben und das Ganze als eine 
Summe zu betrachten (S. $. 17.), die nun jeder möglichen Transformation, 
mithin auch der eben genannten unterworfen werden kann. Da es bei der 
Multiplication der Reihen meistentheils auf Bestimmung der Coefficienten der 
Entwicklung des Products nach Potenzen einer Grösse abgesehen ist, so findet 
hier gerade jene Transformation ıhre beste Anwendung (S. $. 18.). Ein Bei- 
spiel der Anwendung ist zu Anfang des 22ten Capitels gegeben. 

Ferner dient die Vertauschung der Summenzeichen, die Möglichkeit 
einer theilweisen Summation, so wie irgend einer Vereinfachung oder Ver- 
kürzung eines Summenausdrucks, leicht zu erkennen, Hat man z. B. den Aus- 


druck (A), so stelle man sich die von den einzelnen Indices abhängi 


Ve 
. ISen 


Factoren des allgemeinen Gliedes gesondert vor. Es hangt 


‚kard 
von k der Factor 2 —% cos (ee . !kr) (— 1) 7 ab: 
Ah - - DVD’ k,hr, 
(has?) . 
di dd (1 p,: 
u - (—D'p,(gb). 


Die von k und p abhängigen Factoren, jeden als allgemeines Glied einer ein- 
fachen Summe angesehen, sınd nur zwischen unendlichen Grenzen Ak x 
und y<p<m»o summabel. Der von Ah abhängige Factor ıst für p>% nıcht 


summabel, dagegen verschwindet die Summe für p<%k; demnach kann man A zur 


untern Grenze der p machen. Der von q abhängige Factor ist für5=2 und = —1 
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(abgesehen von 7=0 und =1) summabel; denn nach Gleichung (50.) und (51.) 
Seite 120. 


ı=p 

Ss (— 1)rtIp,(29)n = Pn— Pr de und 
ya] 

vr 


(—HrtHıp, gan = (-D"r(n—D-ı. 


u 
Wäre nun die Summe nach g nicht schon die erste Summe, so würde man 
sıe dazu machen, worauf man ihren Werth für sie einsetzen könnte. So er- 
hält man z. B. für 4=2, indem man zugleich der bessern Uebersicht wegen 


die von .r unabhängige Summe nach AR an das Ende rechts bringt: 





d” cos e’*" Be 2... „ ken eka 
wo "u eg ee Ihkar x 
au" (er | ( + air) 
1 
ve ’ h= 
IS" mia SH. persfaln 
p=k 1. 2. he 


Während hier der Gebrauch eh Summenzeichens die Ausführung der 
Summation erleichterte, die Summationsformel selbst hingegen vorausgesetzt 
ward, so diente er andererseits auch zur Auffindung und zum Beweise solcher 
Formeln. Ausser der grossen Menge derselben, welche die Entwicklung der 
höhern Differentialquotienten liefert, wenn sie auf verschiedenen Wegen ge- 
schieht, und wozu z. B, die Formeln (50.) und (51.) gehören, möge noch die, 
Seite 114. zur Bestimmung der Summe s und Seite 159. zu der von Ak an- 
oewandte Methode als Beispiel angeführt werden. 

Wie sehr sich das Summenzeichen zur recurrirenden Bestimmung ge- 
suchter Coeflicienten eignet, und wie es daher bei der Methode der unbe- 
stimmten Coellicienten zu Statten kommt, leuchtet ein. Als Beispiele mögen die 

. 
recurrirenden Bestimmungen von C(a,) Seite 93. und von 4, Seite 169., so 
h 
wie die independente von MM, im elften Capitel dienen. 

Diese a habe ich hier in der Kürze zusammengestellt, um zu 
eigen, dass der Ausdruck durch gehäufte Summenzeichen keine so starre, un- 
gefüge Form 4 wie es den Anschein haben kann, wenn man sich die viel- 
[achen Summen nur entlaltet vorstellt. Es bleibt nun, um auf die anfängliche 
Frage zurückzukommen, noch übrig, nachzuweisen, dass diese Form für die 
oewöhnlichen algebraischen Operationen, Addition, Subtraction, Multiplication, 


Division und Potenzurung, kein Hinderniss ıst und dass sich vielmehr dieselben 


siämmtlich innerhalb dieser Form vollziehen lassen. Es muss hier natürlich 
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von Operationen abgesehen werden, die auf polynomische unendliche Reihen 
führen, mit denen sich ohnedies die Analysis nicht beschäftigt. Von der 
Multiplication ist schon gesprochen; bei ihr zeigt sich das Summenzeichen 
nur förderlich; und da sie mit beliebig vielen Factoren zugleich geschehen 
kann, so schliesst sie auch die Potenzurung in sich, die nur für ganze positive 
Exponenten hierher gehört. Die Division wird durch die Methode der unbestimm- 
ten Coefficienten auf die Multiplication zurückgeführt. Die Subtraction ist in der 
Addition mit begriffen; und folglich haben wir nur von der letztern zu sprechen. 

Die Addition mit den Summenzeichen kann in drei Formen vollzo- 
gen werden. 

1) Wenn die Grenzen mehrerer Summen übereinstimmen, so komm! 
deren Addition auf die ihrer allgemeinen Glieder zurück. ($. 6.) 

2) Wenn sowohl die allgemeinen Glieder, als auch jedesmal die untere 
Grenze der einen Summe mit der obern der folgenden übereinstimmen, so 
gehen alle Summen addırt in eine einzige über, welche dasselbe allgemeine 
Glied und die kleinste der untern und die grösste der obern Grenzen hat. (Eine 
kleine Moditication tritt ein, wenn die Grenzen ganze Zahlen sind (S. S. 5.) 

3) Wenn eine allgemeine Zahl von Summanden gegeben ist, so können 
dieselben nur als eine Reihe gegeben sein, weil zu ihrer Bestimmung ein ausge- 
drücktes Gesetz erforderlich ist; folglich lässt sich ihre Summe stets durch ein 
oder mehrere Summenzeichen angeben. 

Die zweı letzten Formen der Addition sind, als dem Summenzeichen 
ausschliesslich zukommend, eine reine Zugabe zu der eigentlichen algebraischen 
Addition; welche demnach immer in der ersten Form vollzogen werden muss. 
Es kommt nun nicht sowohl darauf an, die Möglichkeit irgend einer Addition 
in dieser Ferm nachzuweisen, sondern vielmehr, zu zeigen, dass man die Ad- 
dition gerade derjenigen Glieder, welche man aus irgend einem Grunde zu 
combiniren für gut findet, in derselben ausführen kann. Soll sich die Addition 
nur auf einzelne Glieder erstrecken, so kann man diese leicht ausscheiden : 
man hat es daher nur mit dem Falle zu thun, wo eine allgemeine Anzahl 
von Gliedern zweier Summen, die daher nach einem bestimmten Gesetze aus- 
gewählt sein müssen, combinirt werden sollen. Um diese Aufgabe in mög- 


lich- grösster Allgemeinheit zu lösen, seien die Summen 


u k=y(m) |, h=y{m) 
S$=> F(k) unds=N fh) 
k=g(0) h=y(0) 


so zu addiren, dass die Glieder, welche durch die Gleichungen 
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k=g(p) und h=ıh(p) 
bestimmt sind, zusammengenommen werden, wo $(p) und \b(p) ganze Zah- 


len sind, die mit p wachsen. Nun ist allgemein 


k=4n . p+m k=a, 
3 f(k)==8 > Ik), 
k=a, +1 p=1l k=a,-ıH+1 


WO Ay, Ay, Ag, 2... Am, beliebige, nach ihrer Grösse geordnete ganze Zahlen 
sind; welche Formel man durch Zerlegung des Intervalls der Summe in mbe- 
liebige Theile erhält. 'Trennt man das letzte Glied der Summe nach %k zur 


Rechten ab, so erhält man 


k=am er p=m =m kza,—l 
> fS(k)=> flia)+=3 > Ik). 
k=a, +1 p=1 pl I=ıp-ı-+1 


Addırt man auf beiden Seiten f(a,), so werden die untern Grenzen der ersten 
beiden Summen k=a, und p=0. Setzt man jetzt nach einander erst 
a,—=gy(p) und F statt f, dann a,=rb(p) und A statt k, so erhält man Wer- 


the von S und s, deren Addition 


p=m __ . 
Sts=2_ For) FISCH) 
vn 
p=m k=y(p)—l 2 p=m h=y(p)—1 | 
+8 5 F(k)H N & Ch) 
rl k=g(p—1)-H-1 p=1 h=u(p— DHL 


giebt: ein Ausdruck, dessen erster Theil allein die zu addirenden Glieder auf 
die verlangte Art combinirt, der übrige Theil die überflüssigen Glieder enthält. 
Gesetzt nun, g(p) oder ab(p) nehme mit dem Wachsen von p ab, so kann 
man g(m—p) und ab(m—p) dafür setzen; welche dieselben Werthe, nur 
in umgekehrter Ordnung haben, und alsdann mit » wachsen. Sollten dieselben 
Functionen in Zu- und Abnehmen wechseln, so würde man die zu addıren- 
den Summen verlegen müssen. Was endlich die Grenzen betrifft, welche hier 
dem kleinsten und dem grössten Werthe des Index der zu addirenden Glieder 
oleichgesetzt worden sind, so hat man jedesmal vor der Operation dieselbe 
Anordnung durch Zerlegung der Summen zu machen. 

Sind die zu addiırenden Summen vielfache, also die Glieder, auf deren 
Addition die Rechnung zurückgeführt wurde, wiederum Summen, so kommen 
die Regeln noch einmal in Anwendung; was sich dann so oft wiederholt, bis 
bloss noch die gewählten, von allen Summenzeichen freien Glieder als Adden- 
den einander gegenüberstehen. 


Hiermit wird die Erfüllung der dritten Forderune nachgewiesen 


oO 


sein. Ich habe dieselbe, obgleich ıhr Gegenstand nur Mittel zum Zweck 
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war, und überdies wahrscheinlich grösstentheils bekannte Thatsachen enthielt, 
besonders ausführlich behandelt, weil mir die independente Darstellung der 
höhern Differentialquotienten erst nach zhrer vollständigen Genügeleistung 
Werth zu erhalten und gerade der Gedanke einer solchen allgemeinen Durch- 
führung noch nicht Eingang gefunden zu haben schien. Dass dies letztere 
geschehe, war also vor allen Dingen nöthig. Der vielleicht anderwärts gültige 
Einwand, dass gewisse Bezeichnungen eine langwierige Versation erfordern, um 
sich damit vertraut zu machen, und ausserhalb einer beschränkten Anwendung 
wieder aufgegeben werden müssen, kann offenbar gegen das Summenzeichen 
nicht gemacht werden. Denn ausserdem, dass sein Gebrauch nicht erst ein 
zuführen, sondern nur weiter auszudehnen ist, sind die Regeln desselben 
so leicht zu finden, dass ın Ermangelung ihrer geordneten Zusammenstellung 
einige Ueberlegung beim jedesmaligen Vorkommen hinreichen würde; und 
Veranlassung, das Summenzeichen aufzugeben, lässt sich nur denken, wo eın 


Ausdruck aufhört, die Summe einer allgemeinen Anzahl von Gliedern zu seın 


Berlin, den 31. Mai 1845. 
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Nota sopra Fequazione di una curva del sesto 
ordine, che siincontra in un problema 
riguardante Fellissi. 


(Del Signor Barn. Tortolini in Roma.) 


(Estratta dalla raccolta seientifica num. 6. an. II.) 


Ouando sı cerchi la natura della linea, alla quale sieno tangenti le 
rette perpendicolari all’estremita di tutti i diametri dı un’ ellissi data si giunge 
a riconoscere che la linea in questione € algebrica, ed appartiene al sesto or- 
dine. Questa curva che nella sua figura ovale poco differisce dall’ ellissı © 
stata in particolar modo considerata da Legendre*), ıl quale avea osservato 
che dopo la lemniscata era la sola curva algebrica della quale il quadrante 
potesse rappresentare una funzione ellittica completa dı prima specie, mentre 
che a differenza della lemniscata, un arco indefinito rappresenta una funzione 
ellittica incompleta dı prima specie, ed aumentata di una quantitä algebrica. 
In questi ultimi tempi ıl sig. Alf. Serret in una dotta Memoria **) risolvendo 
una questione di analısı indeterminata ha dimostrato che si possono trovare 
una infinitä di curve algebriche delle quali gli archı indefiniti rappresentano 
funzione ellittiche incomplete di prima specie. 

Lo scopo dı questa breve nota & di far conoscere l’equazione della 
menzionata curva del sesto ordine fra le sue coordinate rettangoları, equazione 
che non era stata formata che in una supposizione particolare sopra la scelta 
di una data elliss. Per lintelligenza di quanto verrö ad esporre sara neces- 
sario senza rimettere ad altre Opere, che presenti la risoluzione di tutta la 


questione, e che sı ridurrä a quanto di gia accennai da principio. 


*) Teraite des fonetions elliptiques tom. I. pag. 36. 


**) Liouville journal 1845. 
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Determinare lequazione della curva alla quale sono tangenti le perpen- 
dicoları all’ estremitä di tutti ı diametri dı un’ ellissi data. 
Sieno a, 5 i semiassi principali di un’ ellissi, &, y le coordinate di un 
suo ponto qualunque con lorigine al centro, avremo 
2° y? 
7 GE —=|1. 
Se all’ estremita dı un raggio r condotto dall' origine ad un punto («, y) si con- 
duca per lo stesso punto una retta perpendicolare si avrä facılmente per la sua 
equazione 
Ax+-Yy=a+y, 


ove X, Y, sono le coordinate di un punto qualunque della detta perpendicolare. 





Onde queste equazioni possano servire alla risoluzione del problema proposto 
converrä differenziarle rapporto ad x, ed 4, e quindi trovare una nuova 
equazione la quale provenga dall eliminazione dei differenziali da, dy. Dil- 


ferenziando sı otterrä 


EL U -0, (X — a)de + — y)dy=V 


a? b? 
d’onde rısulta 


ayA—baY = 2a? — V’)xy. 


L’eliminazione delle coordinate x, y fra l’equazioni dell’ ellissi, della 
perpendicolare, e dell’ ultima trovata cı condurrä ad una relazione unica fra 
le coordinate A, Y, e che apparterra alla nuova curva domandata. 

Riprendiamo per ora le due equazioni lineari rapporto ad A, ed F, cioe 

aA+yY=a’+ y 
ayA—baY = 2(a? — b*)ay 
ed eliminando successivamente A, Y, avremo 
__ z((a?—b?)y? + a?b?) 





= re 
‚,» . yl(@?—x?)a? + 20° x?) 
‚= ern eny? 


Talı sono ı valori dee coordinate di un punto qualunque della nuova curva 
corrispondente ad un punto dell ellissi. I medesimi valori prendono una 
forma pi semplice introducendovi un angolo Y, con il quale sia verificata 
l’equazione dell’ ellissi, infattı prendendo nell ellissi 


v=ac0sg, y=bseny 


12* 
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otterremo immedıiatamente 








r COS «( n ’ 
X=— (a? + (a? — b?) sen?) 
„SCH 35 | , | 
Y=7 '(b — (a? — 6?) cos’Y). 


Queste equazioni che facilmente riduconsi ad altre riportate da Le- 
gendre*), rappresentano la natura della nuova curva, la quale passa egualmente 
per ı quattro verticı dell ellisı, ed ove 2a, 25 saranno certamente due assı 
principali della medesima. 

L’equazione fra le coordinate ortogonalı si trova dall' eliminazione dell 
angolo p: essa non conterra che potenze pari dı A et Y e sarä come dal- 
tronde & chiaro del tutto simmetrica rapporto alle quantıta a, 6, X, Y. Come 
[a osservare Legendre Veliminazione dell’ angolo p sı rende facilissima nella 
supposizione dı a —=2Ö*, e lequazione della curva fra le coordinate ortogo- 
nalı prendre un'aspetto semplice: contuttocido Ja complicazione dell’ equa- 
zione, che le viene attrıbuita nel caso generale non mi sembra sussistere 


quando si presenti sotto una forma che io verrö ad indicare, e che mi & 





stata suggerita dall’ artificio che conviene usare nell’ eliminazione dell’ an- 
golo Q. 

Pongasi per brevitä v= sen g e cangiamo A, Y in x, y, avremo dai 
valorı trovati per x, % dopo lelevazione al quadrato: 

ax? — a! — a (2? — a?)u — (a? — BY) ut — (a? — bu 

2 y° — (26° — a?) u? + 2(a? — 6b?) (26° — a? )u — (a? — DR)? u 
le quali sommate daranno 

+ by —= a! — (a — b?) |2(26° — a’)u + 3 (a? — 6’ ui]. 


Se ora si risolva questa equazione di secondo grado rapporto ad u, e si 





cerchi il valore della quantita che trovasi sotto in vincolo radicale, si ayra 
Aa’ b' — ab) — (a? a? HL? y) = [Bla —bP)sen’$g+24’— a?].... (1) 
I medesimi valorı dı a?=*, 5?y?” sı moltiplichino respettivamente per I(24°’— u’), 
9(2u°—Ö?) e si sommino, troveremo facilmente 
90:20? — a?) a? + 92a? — *)y’ 
— [3(a? — Ö?) sen?p + 25? — a?) + 4a? + 0?) (2a° — 6?) (26” — a?) 


d’onde sı rıcava 


*) Trait& des fonctions elliptiques tom. I. pag. 37. 
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9a? (26° — a?) x? + 96° (2a? — 0?) y? — 4a? + 1?) (2a? — 0°) (20° — a’) 

—= [3 (a? — 5b?) sen’p + 24°’ — ua?) .... (2) 
Ora fra lequazioni (1), e (2) & contenuta l’eliminazione del langolo p: in- 
fattı elevando la (1) al cubo, e la (2) al quadrato, risultera immediatamente 
l'equazione 

[da +rb'— ab?) — 3 (aa +6’ yP)] 
= [ 9a? (26° — a?) @? +96? (2a? — 0°) y’ — 4(a? +6?) (2a? — 6?) (26? — a?))”. 

Come ognun vede lequazione & di sesto grado ed & simmetrica rapporto alle 
quantita a, b, x,y% che racchinde, e non contiene che potenze pari di x, ed y: 
la curva adunque & di sesto ordine, ed ıl suo quadrante rappresenta una 
funzione ellittica completa di prima specie. Supponendo poi a? —= 26” od 
anche 5’ = 24°, si giungera ad un equazione riportata da Legendre*). 1 
cangiamento che subsisce lequazione in una delle due supposizioni si scorge 
anche meglio col porre il termine indipendente da x, y nel primo membro 
sotto una forma, la quale dipende dai due binomi 2a? — b?, 24” — a’: in- 


fattı avendosi 

4a! + b'! — al?) = 60? b* — (20? — a?) (2a — 0R), 
avremo anche 

|6a°5° — 2(25 — a?) (2u” — bP) — 3 (aa? + b*y”)]’ 

— [9a? (24° — a?) x” +96? (2a? — 0?) y’ — 4 (a? +0?) (26° — a?) (2a? — 4P)]}. 
Chi volesse presentare lequazione ordinata secondo le potenze di x, y, poträ 
essere della forma 

Aa’ + Bi yY + Ca!’ a'y’ + Db'a?a?y' + Ea'«' 
+ Fly + Gab’a’y + Hda? + IV’ —=K 
e sı ayra 
A=B=1l, C=D=3, 
E = 8b! — a’ — 8a?b”, 
F= 8a! — b' — Sa?b?, 
G = 380 — 20 (a! + b*), 
H + 80? [a! (a? + 0?) — 26° (2a”— 6), 
I = 8a?[b' (a? + 6?) — 2a’ (26 — a?)], 
K = 16.'b? (a? — b?)?. 


*) Trait& des fonctions elliptiques tom. 2. pag. 591. 


x 
12 Jet 
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Di qui si vede che ı primi quattro termini dell equazione sono evidente- 
mente il cubo del binomio &x? + b’y”. Se dalla nuova curva del sesto 
ordine se ne voglia derivare un altra come essa € provenuta dall’ ellissi e 
cosı suecessivamente si otterrebbe una serie di curve che il Sig. Milliam 
Roberts”) chiama negative e per le quali ha dimostrato che la rettificazione 
delle medesime dipende da funzioni ellittiche dı prima, e di seconda specie. 
In un altra occasione estenderö queste ricerche per le superficie del secondo 
ordine come ho fatto per lellissi;, e porterö differenti equazioni di nuove su- 
perficie curve, e che potranno forse essere vantaggiosamente adoprate nella 


rısoluzione dı un qualche problema dı ordıne elevato. 


oma 8. Febr. 1846. 


*) Liouville journal Mai 1845. 
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6. 


Ueber die Bedingung der Integrabilität. 


(Von Herrn Dr. F. Joachimsthal, Privatdocenten a. d. Universität zu Berlin, ) 
(Abgedruckt aus dem Osterprogramm 1844 der Königl. Realschule zu Berlin.) 


(Im dritten Hefte 31. Bandes dieses Journals befindet sich eine Abhandlung des Herrn Prof. Raabe 
vom September 1844 über denselben Gegenstand. Ich glaube das Prioritätsrecht in Bezug auf das End- 
resultat jener Arbeit beanspruchen zu können, da ich dasselbe, nebst verwandten Untersuchungen, im 
Österprogramm 1844 der Königl. Realschule hieselbst mitgetheilt habe. Wie es mit Schulschrilten zu 
gehen pflegt, so ist wohl auch diese wenig in die Hände der Mathematiker von Fach gekommen, und 
auch ohne Zweifel nicht in die Hände des Herrn Prof. Raabe; einigen wohlwollenden Beurtheilern mei- 
ner mathematischen Arbeiten konnte ich sie kurz nach ihrem Erscheinen übergeben, und war deshalb 
um ihre anderweitige Veröffentlichung weniger bemüht. Sie erscheint hier in einem wörtlichen, von 
Druckfehlern hoffentlich freieren Abdrucke. Zwei Paragraphen, die den Gang der Untersuchung erläu- 
tern dürften, habe ich hinzugefügt. F. Joachimsthal. 

Berlin im April 1846. 





$.1. 


Wenn die partielle Differentiation durch die Characteristik ®, die 
u: ' i s \ dy d’y d"y 
vollständige durch d, die Differentialquotienten da’ Dar" Zm durch y‘, 
rt y“ bezeichnet werden, so heisst der von Ewler und Condorcet auf- 
gestellte Lehrsatz wie folgt: 
Ist / eine Function von @, y‘, y“, ....y”” und fd. das genaue Diffe- 


rential eines Ausdrucks von der (n—1)ten Ordnung, ohne eine Relation zwi- 


schen © und y zu Hülfe zu nehmen, so muss identisch die Relation 
of of of 
u. 
( ) dy g 


erfüllt werden; und Ka 





Lagrange, der eine Vorlesung in den „Lecons sur le calcul des fonctions” 
dieser und verwandten Untersuchungen gewidmet hat, schliesst hieraus (was 
mit der Operation des Differentiirens im Einklange ist), dass in / der höchste 


Differentialquotient nur linear vorkommen dürfe. Im entgegengesetzten Fall 
d 

ol T ;) 
dy”) 


” 
KL 


‚und nur dieses die Grösse y””, 


enthielte das letzte Glied der Formel (1.) 


Crelle’s Journal f, d, M. Bd, XXXIII. Heft 2. 13 
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und der Ausdruck links in (1.), den wir der Kürze wegen beständig mit A bezeich- 
nen wollen, könnte nicht identisch verschwinden. Die Function f muss demnach 
von der Form p-+gy” sein, wo p und 4 Ausdrücke (n—1)ter Ordnung sind. 
Nach dieser Erörterung betrachtet Lagrange die speciellen Fälle n= 1 
und =2. Für den ersten wird (1.) 
2? _ 2120; 
Oy Ox 
' ö dy de \ 
welches die bekannte Bedingung ist, damit P+9.7, ein genaues Differential 


sei, Für den zweiten Fall verwandelt sich A in einen Ausdruck P+ Oy“, 
wo P und 0 von der ersten Ordnung sind, und der demnach identisch nur 
verschwinden kann, wenn P=0 und O=0 ist. Lagrange schliesst endlich 
mit den Worten (Lecons s. l. calc. d. fonct, pag. 421.): 

„Ensuite on peut aussi prouver, que de m@me que pour les fonctions 
du second ordre l’equation de condition se decompose en deux, pour les 
fonctions du troisicme ordre elle se d«composera en trois, pour les fonctions 
du quatricme ordre elle se d@composera en quatre, et ainsi de suite.” 

Da diese Zerlegung meines Wissens nirgends ausgeführt worden ist, 


so will ich sie hier mittheilen und zuerst die dabei vorkommende Schwierig- 
keit erwähnen. | 
1r° . (5) „ DEE iu 0 
In dem letzten Gliede un was für /=p+gy” in = über- 
geht, kommen Ausdrücke (rn — D)ter Ordnung vor; sowohl alleinstehend, als 
auch als Coefficienten von y”, y"*», y"+? u. s. w. und deren höheren Poten- 
zen und Producten. Aehnlich ist es bei den übrigen Gliedern von 4, so dass 
dieser Ausdruck die Form 
at" Hr + ar HN Hey Hu, 
annimmt, wo a,b, € .... von der (r—1)ten Ordnung sind, und der identisch 


nur verschwinden kann, wenn 

omH, 5 PB, c =W, .: DEE RER, 
ist. Die Anzahl dieser Bedingungsgleichungen ist aber bei weitem grösser als z, 
und es ist demnach zu zeigen, wie dieselben auf die von Lagrange angegebene 


Anzahl sich reduciren. 


$. 2. 
Lehrsatz 1. \WVenn f von der Form p+gy® ist, so enthält A den 
Differentialquotienten y(??=1 nicht, oder ist nur von der (22—2)ten Ordnung. 
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Wollte man, um 4 zu finden, die einzelnen Glieder dieses Ausdrucks 
berechnen und sie dann, mit gehörigem Zeichen, addiren, so würde man zu 
fast unübersehbaren Rechnungen kommen. Leichter ersieht man die Zusam- 


mensetzung von A, wenn man folgende Reihe von Grössen bildet: 


"of 
oy%) =/ 
Er 
Oya—d de u. 
} 
(2 4 dl, N 
(2) \z yr-d ur“ . l; 
u an _, 
de re 


Offenbar finden hier ka Gleichungen Statt: 


of IV 
af (5505) ” : (3,5) 


























be Je a 7 dx” 
» dA) a) 
1 ee ee SE 
37 Iyer9) dx dic? da? 
Ö Od ) 
a of (57) "(; af ) 
/ nn of nn 9) -+ EHEN Oy en (— 1)” yW) nn 4 
u oy dx dx? 7 / dx” Es 
Da ferner f=p-+gy” ıst, so hat man /=g und 
optym da __p og MD _ = 4. 94. 
Asa Oyr—d = dx N Oya—ı + Oyr—d Y x u 4 en Oy - Abe 
77 .(n—l) __ - 0q (n) 
no Oyr—2) Yy Oya—ı) Y 
09 og 0g .4 4, 9 m) 
an Oya-d er Ix Pr Oy J dy' 7 a ya —2) y 


Hieraus ergiebt sich, dass y” in /, nicht vorkommt. Man gelangt aber von 
/, zu /, oder A, wenn man n—1 vollständige Differentiationen nach einander 
macht: mithin ist der höchste in A vorkommende Differentialquotient y”-?; 
wie es behauptet wurde. 

Aus dem Werthe von /, sieht man, dass die übrigen Grössen / folgende 


Form annehmen müssen: 


13* 
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L=a"? + DD yR 
VIER 6,” desmeseli 


IL Zar +1,00 +b" nd, Any. abt Y an) gi 
/, „me +l', ‚(n) . b’,y y (n-+1) +l sy r+.. . b‘ 2 ya b' a ya 
Lam a+ by 6 ir Y "+5, Y lieh 9... ‚rbb n-4Y RE 3Y „(2n- 9b, yaııt, 


wo die mit @ und 5 bezeichneten Grössen von der (n—1)ten Ordnung, die Aus- 


drücke 2", .... 1“, , t aber die Complexen derjenigen Glieder sind, welche 














y”,y"*®P u. s. w. nicht linear enthalten. Da nun 
ET 
Be dy de ’ 
ist, so ist ersichtlich, dass folgende Relationen Statt finden: 
N 0) [4 6) f] 
vie Me 
BER 0X oy Oy ) u oyrdY 
u Te ne VG _ dd en 
. Aa Or Oy J oy' ey a dy-2)) 
b = —I au Obn— no Obn—3 er Obn—; Es Fe Oma (n—1) 
n— 3 7 n—4 0x Oy ) oy' Y ee Oyr—-2) Yy 
b, „z_ — MH 


Sind demnach die Grössen Öb,. 3 .... d,.. identisch = 0, so ist dasselbe auch 
mit den Grössen 5’, b’,, 6b’ .... Ö‘,_s der Fall; und unter derselben Voraus- 


setzung ergiebt sich, indem man auf dieselbe Weise rückwärts schliesst: 


Ye 0, 6, ui. it ui a 


67 0... = B n. === ie: 2" —V, 
b, (4) — FR u (n—4) _— V, )e-9) — V, 
n=3) —_. (n-3) _. 
1,0 — 0,408 0, 
9 u, 


Was aber die Ausdrücke 1”, 172, ,... 2‘, t betrifft, so sind die Coefficien- 
ten der ın ihnen enthaltenen Glieder die partiellen Differentialquotienten der 


Grössen 5 nach den Grössen y genommen. So ıst z.B. 
Oh"-2 


(n-3) __ .n a .(n) 
{ ii h; . dyrD Y 
(n—3) © —; (n-3) 
2 ei, a (2 | (n) + 9b, yP+l) — BIT" 
aaa y Oyr-d Oya-ı) ” dx 
ob‘ ob‘ Ob) dt 


ad (n) i un Mr yo+D Br (2n-3) a 
{ — Y (3 v; + oy n—1) ) +. . + Oyrd F ) de 


y n—]) 
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Die Complexen z verschwinden also ebenfalls mit den Ausdrücken 5 und wir 


haben daher folgenden 
Lehrsatz 2. Der Ausdruck 


of of of 
of u 31) e* °(; oy“ (5, 5,) 


ll us 


dy dic da? 2 dee 


geht für /=p+9gy 
arby"” by" ”’ +... boy"? +, 





” in die Form 


über, wo 7,9, a, b, by .... 6, von der (ra—1)ten Ordnung sind, { 


=» nicht linearen Glieder 


aber alle in Bezug auf y”, y"tV ....y 
enthält; 2 hat die Eigenschaft, wenn 6, by, .... d,_, identisch ver- 
schwinden, ebenfalls Null zu sein. 
Mit Beibehaltung der oben gebrauchten Bezeichnung hat man hieraus den 
Lehrsatz 3. Ist f=p+9gy“ eine solche Function von &, Ri 
Y'....4y”, dass (p+gy")d® von selbst integrabel wird, so muss sie 


den re 
0 bu 2, =u% ... 5,.,=0 


genügen; und umgekehrt. 

Die beiden Lehrsätze enthalten die von Lagrange gemeinte Zerlegung 
der Eulerschen Formel. Was diese selbst betrifft, so kann sie ähnlicherweise 
als eine symbolische Formel angesehen werden, wie in der Mechanik das Prin- 
cip der virtuellen Geschwindigkeit, das die einzelnen Gleichgewichtsbedingungen 


giebt, wenn man die Coeflicienten der unabhängigen Variationen = setzt. 


$. 3. 


Ein System von Gleichungen kann auf verschiedene Weise transformirt 
werden, ohne dass es seine eigentliche Bedeutung verliert; und so wollen wir 
an die Stelle der eben angegebenen Bedingungsgleichungen andere von mehr 
Eleganz setzen. Zu diesem Zwecke bilden wir die nachher noch oft ge- 


brauchten Ausdrücke: 
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Op og 09 
1 3... = ge rag” 
Jı Oyr—-d Ö x Iy Yy a ER yr—d Y 
N ® 
7B — m. A u 9qı Ben 9 7 BE u en 
Oy I—2) Öx oy Y .... a N ,n—1) Y 
(3) , , + . . . . . . . . + . . . . . ° 
ma -_ _ Y9n-2 __ IMm-2 Be u nn 
ei Oy OX Oy Y a Fe oyr7 2) J 
(n= op IR Ign—ı ai OgIn—ı yeii_ ai Ogn—ı ur» 
\ Oy Ör Oy Y oyr—-2% Y 3 
Lehrsatz 4. Finden die n Gleichungen 
0° 9g 
Oya-2) Be Sn — v, 
og Oga 
oyır- 3) Oyrd —WV, 
(4) 97 BEE _9g: —() 
Oyn—a) Ay = 
0gq Ogn—ı 
Oy ya) — 0, 
Y oy 
In — .. 


Statt, so verschwindet A, und (p+9y”) dx ist demnach an und 
für sıch integrabel. 
In der That fand sich oben: 


— Op u u 09 ER ög (r—l) — —ı 
!  AIyn- -1) Or Oy J ... dyn-2) Y Jı- 


Hieraus folgt : 








„—doFrI”) M__P_ _Yı _ My md nf 94 og 
wo Oyr 2 dc og‘ n—2) Ör oy ag ‚ ee Taydl + Y (5% ur , 
_9q 9qı 
aus (n) 4 he 
“= Y 3 Yy Oyn-2) _) 2 


Findet die erste der Gleichungen (4) Statt, so reducirt sich 4, auf 9, und man 


Iindet jetzt ganz ähnlich: 


% rar; 
PETER (n) . Rt. 9 
l; —— 93 + Y Oyr-3  dym-l) 
oder, in Erwägung der zweiten Gleichung, aus (4) ,= g,. Fährt man auf 
diese Weise fort, so gelangt man schliesslich zu 


(m) 5 99" 
A= = M_ u In +72 U = Oye-d 


oder, mit Berücksichtigung der beiden wid Gleichungen in (4), uA=V0; 
was zu erweisen war. Es ist nicht schwierig, den Zusammenhang der Glei- 


chungen (4) mit denen des Lehrsatzes (3) zu finden. 
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Als Beispiel fügen wir die zu dem Falle n =: gehörigen Formeln 
bei. Hier it /=p-+ gy’“; p und g sind von der zweiten Ordnung: 





Op 9q 4 0%, 
og" ÖL Oy y day 4 —=qı 
Op I oqı oqı u 
Oy' "Ber oy* y Oy‘ Kine: . 


op WE 0g2 „1 0g2 u 


— —— u ey — — 7 
Oy Or og" og YJ 13. 


Die Integrabilitätsbedingungen sind: 
.9q Iqı — 0 


oy' — oy“ - 
Ö Og 
> in = 0 
Oy Oy' 
= 0. 


Für A erhält man den Ausdruck 


\ (5%) er) ur ’q og" 
9g 0777 oy' Oy“) dig oy' oy“, y oy gg“ 





Br nm: £ 3133 4E ae _ 1197 “ 
A= 95 a (dy oy“ ÖL Oy oy' J 
BER (52 — 2%) 
dl og a eg OEHER: ur Mi ’ Iy“ 
J (or dg" I Oy 


Ist n=4, oder grösser, so wird A, selbst nach Einführung der Grössen ,, 
ausserordentlich complicirt, während die aus (4) sich ergebenden Bedingungs- 


gleichungen ihre Einfachheit und Symmetrie behalten. 


$.4. 


Nach Erledigung dieser Untersuchung, die sich an die erwähnte Stelle 
der „Lecons  anschliesst, entsteht die schwierigere Frage, ob die gefundenen 
ı Bedingungsgleichungen von einander unabhängig, oder einige Folgen der 
andern sind. Für Gleichungen, aus welchen die Werthe unbekannter Grössen 
zu bestimmen sind, lässt sich im Allgemeinen diess immer entscheiden*). Sind 
z.B. Z=0, Z,=0, Z,=0 drei nicht unabhängige Gleichungen zwischen den 
unbekannten Grössen 2,, 23, 23, so muss eine Relation von der Form 

r [4 
A= p(Z, Z)) 
Statt finden. Durch Differentiation ergiebt sich: 


*) Diess bedarf einer Berichtigung, die ich jedoch nicht hinzufüge, weil sie auf das Nachfol- 


gende olıne Einfluss ist. 
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02, _ % 22, Op O2; 
0%  9Z, 9, 0Z, 9, 
Oz, op 92; op 8Z; 
— 57 5 ra 7 ’ 
O2, OZ, 22) OZ; Oz, 
02, _ 9% 92, Op OZs 
Du: v Bi: is oZ 0%’ 
. . . ® op op .. Fr . . 
und eliminirt man hieraus 77,» zZ, , so erhält man, als Kennzeichen jener 
’ 42 3 
Abhängigkeit: 
oZ, (= 0OZ3 02, OZs oZ, 02; OZ3; 0Z, OZs 
02; OX3 c 3g O2 02%, 0%, ( 02, 02, O23 
0Z,f02, 02; OZ, OZs 
+ - e ( a Er 0. 
O23 \02, 02% 0%, 02, 


Derartige Criterien giebt es aber für Bedingungsgleichungen, denen, wie 
man sich ausdrückt, identisch genügt werden muss, nicht, und es wird daher in 
jedem Falle einer solchen Untersuchung des besondern Studiums der Bedin- 
In der That wird man weiter unten sehen, dass 
s(n-+1) oder 32 +1, je 
So sınd 


für n=2 und n=3, 2 Bedingungsgleichungen, für na=1 und n=5 drei 


gungsgleichungen bedürfen. 
von den nBedingungen des Lehrsatzes (3) oder (4) 


nachdem n ungerade oder gerade ist, die übrigen nach sich ziehen. 


Gleichungen genügend. Diese gleiche Anzahl von Bedingungen für zwei auf- 
einander folgende Werthe von r tritt auch schon früher ein; es ist nämlich 
nur eine Bedingung erforderlich, wenn / an und für sich integrabel sein soll, 
f mag die Form p(y, &) oder ab(y, x) + y'y(y,x) haben; das erste Mal näm- 
ow 0% 

a. un 


An diese Rechnungen knüpft sich auch die Integration des Ausdrucks 


ot 


lich muss ge 0, und im zweiten Falle 0 sein. 


(p+gy"’)da, wenn die Bedingungen (4) wirklich erfüllt sind, und hiermit 
erledigt sich auch eine zweite Untersuchung. Während es keine Schwierigkeit 
hat, nachzuweisen, dass wenn fd an und für sich integrabel sein soll, A=0 
sein muss, lässt sich doch nicht einfach zeigen, dass mit A=0, fdx integrabel 


sei. Der Beweis dieser Umkehrung fällt durch das Folgende von selbst weg, 
da ein Ausdruck aufgestellt wird, dessen Differential zu fd wird, wenn A=0 
erfüllt ıst. 


- 


2. 


S. 


Den Fall A= 0 ausgenommen hat man die Gleichung: 
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n 09. gu Ogu gu © “x „fo 3 
“ (* +7 y+ y+. In) vi. =: (7, °) 
( 5) O2 07 a "oy am) Oy) / 
5 =@_72 z= + —uUy 
oY, Or oy 
‚@ © Ga “) Bir 1°) 
y' OY, y"’+ €g « 
oy ‚(n—2) 5 1) 


oder zufolge Pi; 








an 0 . ot og, . 0 ( 
Aa) 6) A), 0 
Min on ie BEE A AL, 27° z dd 
(6) Oyi) = N, + oy % + öy' -Yy + .. 
. Öge 
"\0 y» Oge 
yr» > wi 
yr- 2) Y oy'ıD 
Für den Ash = ist 
’ op (2: In (=) Pi 2) 
O zn € ol — 
” (ae " Be Ve) i _- \0y) f oy ä 
(7) oy N) oYy oy' J 
‚0 
(n—1l) 
ya) - 
Man setze 
Ogu 09; ’ 
(5) oy—P-) un öyr=a-ı) == (a, P) 


woraus von selbst folgt: 
(a, pP) = — (B, a) 
(a,a)=U, 


folgt, so erhält man aus der Formel (6), wenn J=n—1 


RER bleibt: 


Pa ö}, L | 
o(«a,P) © aß) ‚ o(@,P) „ AG BA) m to ya a 
OT oy Y öy yt..t; Oye- —2) -_- Aya=a-l 
n C op 
gu e Oyr=R-D) RI 093 
oyn=8 5- oe C yi- u öye—a—2) 

oder 

(a, ‚© (a, P) uw® er EN ,0(@,ß) 

ur:73 oy Try .+ y I yr—d 

Fa 0, © + 
= — Oy-P- P- 1) = 5 ay(n- Arln-B-2) Oyn- n-a-1) 


Für den Fall P=n-1l ergiebt sıch: 
M. Bd. XXXIT. Heft 2. 
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ola,n—1 ‚ole, ‚n—1 ola,n—1 
Pe + y' Zu R + y“ ( ER L ri ya-D un 
se we . 
= Rt yn=a-1) Ja+l\ oy ni Ogn-ı 
Oy y oyn-a—ı) Oyr=a—2) ’ 
oder 
( on er y‘ 2 mo er y“ ar RBEREEE yit Clae,n—]) 


Oyr-2 





\e Ta+1 OMm—1 | On 


} Oo y Oyln-a-2) Ayln-e-2) 


Demnach haben wir für die benachbarten Functionen (a, £), (a+1,ß), (a, ?+1) 


die Gleichungen 











(9) af + y Ö an + y" u FE Sr u —=— (a+1, 5) 
urn frz 
a 
= —- (a+1l,n-N+ en a a—n—]. 
erhalten. Da (a+1,a+1) =0 ist, so folgt noch aus (9): 
(11) urn y er) + y" ur + ...+ y a 


—= — (a,a+2). 
Mit Hülfe dieser einfachen Formeln findet man, dass sämmtliche Ausdrücke 
(«, 2) oder das System der Grössen 
(0,1) 
(0, 2) (1,2 
(0, 3) 1,3) .&3) 


(0, n—1) 1,n—]1) (2,n—1) ....(n—3,n—]1) (n—2,n—]) 
verschwindet, sobald 
(0, 1), (0,2, (0,3) ....(O,n—]), 
verschwinden, oder mit andern Worten: wenn die Integrabilitätsbedingungen 
des Lehrsatzes ($), welche sıch 
(12) V,ND=V, (0,2)=0, (0,3)=0,.... (Od, n—1)=d, mV 


schreiben lassen, erfüllt sind. 


Ks folgt nämlich 
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\ vermittelst (11) aus (0,1)=0 die Gleichung (0,2)=0, 
ee (9)...(,9)=0,..2.222.... (03)+(,9)=0, 
ss (9) ...(03)=0,. 2222.22... (,N+A,3)—0, 
ET (9)... (,n—2)=0,....... (,n—1)+(1,n—2)=0, 
a (10)... (,n—9=0,....... - ea t+l,n—-D)=0. 


Da aber die ersten Theile der gefolgerten Gleichung schon der Voraussetzung 
nach =0 sind, so erhält man 
(1,2)=0, (1,3)=0, 1,)=V0...., ,n—1)=0. 
Ganz eben so lässt sich hieraus schliessen: 
(2,3)=0, (3,4)=V...., (&,n—2)=0, (2, n—1)=0(, 
3,4=0%...., 8, n—2)=0, 3, n—1)=0 und sofort bis 
(n—3,n—2) =0, (n—3,n—1) =0 
(n—2,n—1) =U. 


Das eben gefundene Resultat lässt sich aber auch noch auf eine andere Art 








aussprechen, welche wir jetzt näher erörtern wollen. 


$. 6. 


Stellt man sich unter y, y', y", .... y®D sanz unabhängige Grössen 
vor, so ıst der Differentialausdruck 
gayD + 1 oyrd + ae dI +... + gn-10%Y 
das genaue Differential einer Function dieser Grössen, wenn sämmtliche Grössen 
(a, #) verschwinden. Man kann alsdann rn Functionen F, F,, F, .... F 


n—1 


dergestalt bestimmen, dass, wenn 
IV = F+ F, + F; + .... F,_ 1st, 
HU = gayı-)) ie qayın-2 + Gyr) +...+t In-10Y 


wird. Die Functionen F finden sich aus den Gleichungen 





oF 
oyr—D — I 
OF, öF 
ya) — a. yr—d’ 
OF, o(F+F,}) 
oyr-3) Ja Oy"- wr. 
oF,—ı Oo(F+F,-+.... Fr.) 
oy BEREN Ja-ı pe oy ’ 


14* 
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und die bei jeder Quadratur hinzuzufügende Constante ist hier 


Für F eine willkührliche Function von 7, y, .... y"®, y"?; 
F\, I n ’ 2 y, y, Ma 
F' n, 

- FR: & a" 


E F\. 2 ” “= ie .< Yy; 
-  F,_, eine Constante. 


Es ist nicht schwierig, die Verträglichkeit aller dieser Bestimmun- 
gen nachzuweisen; das Einzelne dieses Nachweises wird um so weniger nö- 
thig sein, da es sich ın mehreren Schriften findet und in aller Kürze in 
einer Abhandlung des Herrn Professor Jacobi über Differentialgleichungen 
(In diesem Journal, Bd. 23. S. 94.) auseinandergesetzt ist. 

Das Resultat des vorigen Paragraphs lässt sich also auch wie folgt 
ausdrücken: 

Sind die Bedingungen (12) erfüllt, so giebt es eine Function /F der 
(n—1) 


nGrössen 9, y', y“ .... y""", deren vollständiges, nach diesen Grössen genom- 
menes Differential 

= aay + eay" re"? +... + 9-19 
ist. Von x ist hierbei nie die Rede gewesen, und es wird während der Auf- 
findung von FF als Constante betrachtet. 


Ist nun /F gefunden, so erhält man, wenn die Bedeutung der Grössen 


dd 


YYıYı +.) 
Unabhängigkeit aufgegeben wird, für das vollständige Differential von MV 


AW oW coW oW ” oW urn oW m 
_—.o — Er - | He 4 ey u Y; 


dr or 


"als Differentialquotienten wieder aufgenommen und ihre 


fen dyad 


oder, weil 


oW oW oW : 
du Ins dy" = mr ++: Oyal = og ıst, 
dW oW E . A ee | (n) 
Er at It tr. FT: 
also 
dW r RR oW - i (n-D) 
a pr) tat tree my" —p- 
; 8 dW 
Nennen wir A diesen Werth von 7. — (p+gY ”), so lässt sich zeigen, dass 
X die Grössen y, y, y", .... y"” nicht enthält, und also nur eine Function 


von alleın ıst, 
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In der That erhält man 











oO oX__ o’W og 1 OL nQ 
m _—— uf +2 “4 N (n-1) OF 
oy ordy u oy y+t oy ytr. ie oy Y ey 
und da 
oW Zus op _ —ü, O9n—ı nn Ogn-ı ‘ oz = (n—)) 
oy vo In-ı, oy In Or ey Yy a Ay? Yy ; 
ist, so wird 
oX (: -_? oq 1 m CIn-3 SR cq ot ( 
n er E n— we en => RT Ir FgIn- 1 
a — — In + y oy' ) + Yy oy B y“ !)-+-.. ‚ty (3; Oyr ) 


=— + y"(n—-2,n-1) + y“(n—-3,n-1) + ....+y""(l,n-1); 
oder da g, und sämmtliche Grössen (a, £) =0 sind, so ist 


ei 
oy : 
d.h. A enthält y nicht. Aehnlich erhält man 
oOX 0°? W og 1 9 —_) cq op 
BO WE Odn--1 , n u 0gı 1 
a) Troy) ” Ay!) yt+ Oyl) a tr... + ey“) FI Oyl“) 
oder da 
oW 
0 Ne) Are — An-a-I1 
und 
op — Öfn-t—ı a Ögn-e— ) Ogn-u -1 , (n-1) 
In-u — oyd TT 0X 0y —ere T Sya-D 3 i 


ıst, so hat man 





oXK 
— a =y(n-1,n-a-1) + y”(n—-2, n-a-V) +... +y""’(l,n-a-]); 
Oyl®) J Y r / 
also aus den oben erwähnten Gründen: 

oX 

2,,(«) ur v; 

Oy 


d.h. X enthält auch keinen der Differentialquotienten von y. Hat man dem- 
nach /V gefunden und X bestimmt, wozu es keiner Integration mehr bedarf, 


so erhält man 


dW i 
ptry”= zu X. 


rg 


woraus durch eine neue Quadratur 


Sp +y")de= MW — [Xdx; 


folgt. Eine der Quadraturgränzen ist x selbst. Man sieht also in der That, 
dass wenn die Integrabilitätsbedingungen (12) erfüllt sind, p+9gy“’ das genaue 


Differential eines andern Ausdrucks ist, nämlich der Grösse FF — S, Xdx; 
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und dies giebt zugleich die Rechtfertigung der in Paragraph (4) erwähnten 


Umkehrung. 


En 
$. 7. 

Wir kommen jetzt zu der Reduction der Zahl der Bedingungsgleichun- 
gen, und wollen dabei der Kürze wegen denjenigen Theil des vollständigen Dif- 
ferentials einer Function g der Grössen &, Y%, Y', Y", .... y"”, welcher selbst 
die (n—1)te Ordnung nicht übersteigt, durch die Characteristik ö bezeichnen, 





so dass 
© = © °F ep OR 
ye,tny+ By r + Zn) ur, 
oO a, © Op , Oög Ö Op u 
d’y = d(dy) = - Dy y + ay yY + ....+ Oyrd yo», 
u. $. W. 
dp 


F bezeichnet, wel- 





ist und dass d”p entsprechenderweise denjenigen Theil von -, ee! 


cher y” und die höhern Differentialquotienten nicht enthält. Man kann als- 


dann die Gleichungen (9. 10. und 12. $. 5.) wie folgt schreiben: 


— d(a,ß) = (a+1,P) + (,P+1) 
(13) — d(a,n—D)=(«a+1,n—D)+ 
\— dla, a+1) —= + (a, a2). 


c gm 
Oybı-e-D) 








Man betrachte jetzt der Einfachheit wegen das System von Ausdrücken 

(0, 1), 

(0,2) (1,2), 

(0,3) (1,3), 

(0, 4), 
von denen die vier der ersten Verticalreihe = gesetzt die vier ersten der 
Bedingungsgleichungen geben, aus welchen nachher das Verschwinden der 
beiden andern von selbst sich ergiebt. Vermöge (13) hat man 


(0,2)=— 6(0,1) (0,1) 
19+03)=-402) , —6(0,1) (1,2) 
(1,3)+(0,9)=—6(,3) +80, —(1,2) (-6(1,2) 
(1,3)=— (1,2) — d°?(0,1) +25 (1,2). 


statt der vorhergehenden 6 Ausdrücke (14). Hieraus ergiebt sich, dass die 
Gleichung (0, 1)=0 die zweite (0,2)=0 nach sich zieht. Die Gleichung 
(0,3)=0, welche durch das Vorhergehende in d?(0,1)— (1,2)=0 verwan- 
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delt ist, giebt, wenn (0, 1) = ist, auch (1,2)=0, und da (0, 4) aus (0, 1) 
und (1,2) zusammengesetzt ist, auch (0,4)=0. Man sieht also, dass die bei- 
den Gleichungen 
(0, )=0, (0,3) =0 

die beiden andern (0,2)=0, (0,4)=0 schon in sich begreifen. Andrerseits 
sieht man aber auch, dass an die Stelle von (0, 1)=0, (0,3) —=0, die beiden 
Gleichungen (0, 1)=0 und (1,2)=0 gesetzt werden können und dass diese 
Dasselbe leisten. Eben so sind die 12 Ausdrücke 

(0, 1) 

(0,2) (1,2) 

(0,3) (1,3) (2,3) 

0) (4) @4) 

0,5) (1,5) 





(0, 6) 
identisch mit den folgenden: 
(0,1) 
6 (0,1) (1,2) 
+4°(0 D— (1,2) 5 (1,2) (2,3) 
—$°(0,1)+25 (1,2) +5(1,2)—(2,3) —09@2,3) 


+64°'(0,1)—39°(1,2)+(2,3) —6?’(1,2)+2(2,3) 
— ’(0,1) +4? (1,2) — 33 (2,3), 
und eben so wie vorhin werden die Gleichungen 
(0, 1)=0, (0,2)=0, (0,3)=0, (0,4)=0), (0,5)=0, (0,6)=0, 
vollständig ersetzt durch die 3 Gleichungen 
0,D=0, (0,3)=0, (0,5)=0, 
oder durch die Gleichungen 
(0.D=0, 1,2)=0, (2,3)=0. 
Es lässt sich allgemein beweisen, dass wenn m= oder < ä(n—D) ist, 
die (m-+-1)m Grössen 
(m—1, m) (m-1, m+]1) 
(m—2, m-1) (m-2, m) (m—2, n+1) m—2, m-+2) 


ri ia Kr HE ut a u u ., RE rn ED FT Ta ee rn iu 


(1,2) .... (l,m—1)(l,n) (1, m+1) (l,n+2) ..... (1,27n—1) 
(0, 1) (0, 2) .... (0, n—1) (0,m) (0, m+1) (0, m-++2) .... (0,2n—1)....(0,2n), 


sowohl durch die m Grössen 


(0,1), (0,3) .... (0, 2m—1) 
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als auch durch die mGrössen 
(0, 1), (1,2) .....(m-1, m) 
ausgedrückt werden können, dergestalt, dass die 2rn Bedingungsgleichungen 
(0, )=0, (2) =(,.... (0, 2m) = 0 

durch m von ıhnen, nämlich durch 

V,1)=0, (0,3)=0, (0, H)=0, .... (d,2m—1)=0, 
oder durch die erste von ıhnen und zn—1 neue, nämlich durch 

0,ND)=0, (1,2)=0, (2,3)=0, .... (m—1,m)=V 
durchaus ersetzt werden. 

Es lässt sich für (0, /) die Form 

14) (0,D=(-1” |6”(0,1)— Bid? (1,2) + B 8° (2,3)- BI ,N)+ rn}, 
annehmen, woraus 
(,/-1)=- (- 160,1) - BI (1,2)+.B157* (2,3) - BES 3,N) + ..!. 


folgt. Die Grössen B sind von Z abhängige, noch zu bestiinmende Coefficienten. 





Die Coefficienten in (1, /—1) werden aber ganz dieselben wie in (0, /—2), also 
erhält man 
(1,2-1)=(- I )8”°(1,2)- Bi? (2,3) + B2? 5°" (3,4) - BP? (4,5) +... !. 
Erinnert man sich jetzt, dass a der Formel (13) 
-801-)=(0,D+(,1-1, 
ist, so erhält man 
IN, 1) — 3 I, 2) + BI” (2, 3) — BE" (3, BR 
— d71(0, 1) — Bi9” (1,2) + BI? (2,3) - BIT, NM) +. 
+49 (1,2) — BI? (2,3) + BR?" 3,N-... « 
woraus sich durch Vergleichung der Coefficienten ergiebt: 
u = BB’ +1, 
= Bi’ BB, 
Bi = BS' + B}”, und allgemein B=B'-+-B2. 
Ausserdem ist noch zu bemerken, das B?=0, BH'"—=0, u. s. w. ist; 
wie daraus zu ersehen, dass der in (14) zu jedem d beigefügte Index nie ne- 
gativ werden darf. Um nun die Grössen 3 zu finden, wäre die Gleichung 
p(k,TM)= ylk, /!-1) + yl(k-1,1-2) 
aufzulösen, und die darin vorkommenden Constanten sınd dann so zu bestimmen, 
dass sie der Gleichung y(k,2k)=0 genügen. Man findet ohne Schwierig- 


keit, wenn 


2 I Penn ... an 
(15) m 123. 
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gesetzt wird: 
en 3% 
BrTT Sy ’ 


wodurch (14) in folgende Gleichung übergeht: 


1 


ı-2 
(16) (0,1) = (- DD, — (1,2) + Br (2,3) 


_ 4-00 90 ee 

Für /= 2m — 1 wird aus (16) 

an) W2m-D=r0 na gm 1,2) +. HD" Ch (m—I,m 
— (0, 2m) =" (0,1) — "759 (1,2)-+....+(— D)”""CG5_,d(m—1, . 


Es ist wohl zu bemerken, dass in dem Ausdrucke von (0, Zn — 1) 
die letzte Grösse (m — 1, m) kein ö enthält. Man sieht aus diesem Re- 
sultate, erstlich, dass die 2m Grössen (0, 1), (0,2), (0,3) .... (0, 2n) durch 
die mGrössen (0,1), (1,2), (2,3) .... (m—1, m), und zweitens, dass auch diese 
letztern durch die Grössen der ungeraden Stellen (0,1), (0,3), (0,5) ..... (0, 27n—1) 
ausgedrückt werden können. Daraus ıst aber auch klar, dass es gleich vieler 
Grössen bedarf, um (0,1),(0,2).... bis (0,27n —1) oder bis (0,2m) auszudrücken. 

Fasst man dies zusammen, so erhält man: 


Lehrsatz 5. Wenn die Gleichungen 


ne ken be Bez dein 2 Ve Bun LE RA un 
In ayer-9 oyı-d u; , ayr-9) oyr-d  . ay"-9) "Tr oy TEE N re 
r og © _O9n—2 © oy cg null 
bis ı — 3 =0 ode I — 2. =, 
Oy Oyın og 0y 


(jenachdem r2 ungerade oder gerade ist), Statt finden, so verschwindet 


der Ausdruck A und die Formel (p—gy”)dx ist an und für sich 





integrabel. 
Lehrsatz 6. WVenn die Gleichungen 
ua on NM _ eg 092 gr ©gs | 
In — v, Oyn—2» = ya) , ad TT ya) N ya . ya) =), .... 
bis Ayln3) _ a) — —=0(, oder Amel _ An —=( 
Oy (n-1) Oy Mn+1) Ay! Oyı" . 


(je nachdem n ungerade oder gerade ist), Statt finden, so verschwindet 
der Ausdruck 4 und die Formel p+gy”d& ist an und für sich 
integrabel. 

In beiden Sätzen ist die Anzahl der Bedingungsgleichungen ;(n + 1), 


oder nr + 1, je nachdem n ungerade oder gerade ist. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIH. Heft 2. 15 
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Statt wie hier die Integrabilitätsbedingungen aus der Fulerschen For- 
mel abzuleiten, kann man sie auch direct finden; was wir nicht weiter aus- 


führen. 


Zusatz zu dieser Abhandlung. 





Der Verfasser benutzt die Gelegenheit, die Entwicklungen des letzten 
Paragraphs noch auf eine übersichtlichere Weise darzustellen. 

Es sei (a,/) eine von den beiden Indices « und 3 abhängige Grösse, 
welche der Gleichung 

15) («MM =&P+D+(a+l,P), 

genügt, wo f das Functionszeichen bedeutet. Bezeichnet man f( f(z)) mit f*z) 
u. s. w., und ist /(u+e) = f(u) + /(e), so wird 

(a, )=(a,?+2)+2(a+1,?+1)+(a+2,P) 

aM) =(a,ß+3)+3(a+1,2+2)+3(a +2, +1)+(a+3,P) 
und allgemein 
(19) /"(a,2)=(a,d+m)+m,(a+1.3+m-1)+mx(a+2,3-+m—-2)-+...+(a+m,ß). 
In dieser Formel, deren Beweis ich übergehe, stellen n,, m, u. s. w. die Bi- 


2, m m(m—]1) i ‘ ; 
nomtalcoeflicienten T’ 3 us. w. vor, und der Einfachheit wegen ist, wie 


auch ferner geschehen soll, f”(a,?) statt f”((a, )) geschrieben. 

Die Grössen (a, 3) haben die Eigenschaft, dass gewisse Summen der- 
selben, für welche «+ einen constanten Werth hat, sıch einfach darstellen 
lassen: z. B. die folgende Summe: 

$,m+D)+A,m)+(2,m—1)-+...+(m— 1,2)+(m,]1), 
oder die scheinbar allgemeinere: 
(a, 2+m)+(a+1, 2 +m —1)+(« +2, +m—2)+..+(a+m,P). 
Für den Zweck dieser Erläuterungen genügt es, die erstere zu untersuchen. 
Ich erinnere, um später nicht unterbrechen zu müssen, an die Formel 
29) m;—ıim— 1); Hi(m— 2); —..—=1; ma. 
Man erhält dieselbe, wenn man die Coeflicienten von x; in den identischen 


Ausdrücken 
vA+ay)—=\(l+2)— 14a)” =(140)" a (l+a)" +48)". 
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vergleicht. m und 7 stellen ganze Zahlen vor. Zufolge (19) ist 


/” (0,1) =(0,m+1)-+m,(1,m) +m;(2, m—1) +m,(3,m—2) +... +m,(m—2, 3) 
+m,(m—1,2)+(m,1) 

SA,2)=(1,m)+(m-2),(2,m-1)+(m-2),(3,m-2)-+...+({m-2) (m-2,3)(rn-1,2) 

"'@,3)= (2,n-1)+(m-4),(3,m-2)-+....+ (m-2,3). 


Ist m eine gerade Zahl, so kommt man zuletzt auf die Gleichung 
(m, 3m + 1) = (im, Im + ]); 
und ist zn ungerade, auf 
Jem—1), Gm+1) = (d(m—1, 3(m+3)) + (G(m+1), !(m+1)) 
Multiphcirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit 
l, — (m—]),, +(m—2).,, — (m—3),, .... 


und addırt die Producte, so erhält man das gewünschte Resultat; der letzte 


Multiplicator wird, wenn zn gerade ist: 
Im Im 
(— 1)" (m— zm)m = (—1)" , 
und wenn m ungerade ist: 


Am-1 } 4(m-I1 (m-] 
r (m—.(m-V)ın = 1 Um+l)ım- =)" ü m+1). 


(1) 
In der That wird nach vollzogener Addition der Coefficient von (1, m) und 
von (m —1, 2) 

=m—-(m—]) =1: 
der Coefficient von (2, m—1) und (m—2, 3) wird 
m; — (m— 1), (m — 2), +(m — 2, =m, —2(m—1),+(m—2),=1, 
und allgemein der Coefficient von (, m+1—:) und (m—1, +1): 
m; — (m— 1), (m— 2),_,+(m—2),(m— 4), —...- 
= m (m + 3 (md... 
welcher Ausdruck nach Formel (20) gleich 1 ist; 7 erlangt höchstens den 


Werth 3m. Wir haben demnach folgende Summationsformel: 
(21) (0, m+1) + (1,m) + (3, m—1) + .... + (m,]l) 
—= /"(0,1) — (m— 1), /"” (1,2) + (m — 2), f” (2,3) — .... 
Das letzte Glied rechts ist für ein gerades m, (—- 1)” (Im, !m-+1), und für 
ein ungerades m, (rd, Km+Df/em—), Km+D). 


m M 


15 * 
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Anmerkung. Genau eben so findet man für den allgemeineren Fall: 
(,P+m)+(a+1,+m—1)+(a+2,?+m—2)+ ..+(a-+m,ß) 
—=f"(a,d)—-(m— NV, f” "(a +1, + D+m—2,f”" (a+2, +2) — ... 

Setzt man z. B. (a,?) = x“y?, so ist 
(+y)(a,P) = arytHt + aryP— (a, BH1) + (a+1, pP). 
Die Function f stellt demnach hier die Multiplication mit &-+y vor, und 
man hat zufolge der vorigen Formel: 
ey yon ae yPhm—2 ,,.. + aetmyß 
= (a+y"aryf — (m—1), (ce +y”"aetlyPHl....; 
RR, wenn man durch x“ y? dividıirt: 


a a) ‚Y’ . m—?2 ” > ar pr 4 / ‚2 2 
a 0a +y)”"”— (m—]1), (ce +y)""ay+m— 2), (ca +y)"tary?—.... 
Zur Verification kann der Fall y=eWY-1, a =e”"W-1 dienen. Für denselben 


erhält man die bekannte Formel: 





sin (m + 1)v m—1l,. ’ m—?2.m—3 
—_— — (2cos #)” — 1 (2cos v)"" + - i 3 (2cos 6)” — 


sın © 


j. 9. 


Haben die Grössen (a,ß) die Eigenschaft, durch Vertauschung der In- 

dices das Zeichen zu ändern, oder der Gleichung 
(22 (a,2) + (Pa) =; 
zu genügen, und wird /(z) mit z gleichzeitig =0), so vereinfacht sich die For- 
mel (21). Die Glieder 
(l,m) + (2, m—1) + .... + (m—1,2) + (m,1) 

heben sich wechselseitig auf, und wenn ein mittleres Glied (3m, 3n) vorkommt, 
muss es zufolge (22) ebenfalls verschwinden. Man erhält demnach unter 
obigen Annahmen, welche von jetzt ab fortbestehen sollen: 
(23) (O,n +1)=f” (0, )-(m-1),/”" 12) Hm-2), 23) (In) BA... 
= ‚ um die beiden Fälle für ein gerades und für ein ungerades m besser 


hervortreten zu lassen: 


02 | par 2u— 2-20] 9 —1.2u—3 ug 
| 2041) = f"0,1) — Fr fra, + FE 3) — ... 


+ (—1D)" (u, a+]1) 


{ 2u—1.2 
. 2u+2) = frXQ,1 y_ Zu fe(,2) + —— “ 2 m 7 ine 3 (2, D- 


+ (1) (a+1) fu, a+1); 





(24) 














6. Joachimsthal, über die Bedingung der Integrabilität. 115 


2. B. 
(0,1) = (0,1), (0,4) = f*(0,1) — 2/(1,2), 
(0,2) = /(0, 1), (0,6) = (0,1) — 3/(1,2) + (2,3), 
(0,3) = f”(0,) — 1,1), (0,6) = f’(0,1) — 4/°(1,2) + 3/\2,3) u. s. w. 
Aus den Formeln (24) und den danach gebildeten Beispielen sieht man, 
dass dieselben Grössen 


(25) (0,1), (1,2), @,3) .... (u, «+1) 


nöthig sind, um (0,24 +1) und (0, 24-+2) auszudrücken. Die Grössen (25) 
stellen überhaupt die Glieder der Reihe 

(26) (0,1), (0,2), (0,3) (0,4) .... (0,24. +1) (0, 24 +2) 
durch Ausdrücke dar, in welchen sie selbst und ihre Ableitungen, vermittelst 
der Function f, auf lineäre Weise vorkommen; und da /(W) = 0 angenom- 
men ist, so folgt aus dem Verschwinden der Grössen (25) auch das der 
Grössen (26). 

Aber die Glieder der Reihe (25) lassen sich auch durch die Glieder 

der ungeraden Stellen der Reihe (26), d. h. durch 

(27) (0,1), (0,3), (0,5) .... (0, 2u +1) 

ausdrücken. Das System Gleichungen, welches die Abhängigkeit der Grössen 
(27) und (25) bestimmt, hat die Eigenschaft, dass jede folgende Gleichung 
eine neue Unbekannte enthält, die mit dem Coeflicienten #1 multiplicirt ıst. 
Ein solches System von Gleichungen lässt sich ohne Zweideutigkeit auflösen. 
Demnach werden die Grössen (25) durch die Grössen (27) und ihre Ablei- 
tungen auf lineare Weise dargestellt; und also auf dieselbe Art auch die 
Grössen (26), deren eine Hälfte die Glieder (27) sind. Verschwinden daher 
in der Reihe (26) die Glieder von ungeraden Ordnungen, so ist es auch mit 
den übrigen der Fall. 

Können die Indices « und $ nur die Werthe bis n — I durchlaufen, 
so finden alle aufgestellten Formeln noch Statt, so lange die Indices die gesetz- 
mässigen Grenzen nicht überschreiten; so z. B. gilt die Formel (23) nur für 
m=n—2. Die Grössen 

(25) (0,1), (0, 2), (0,3) .... (0, n—]1) 
vertreten dann die Reihe (26), wenn n—1 gerade ist; oder die Reihe (26), 
mit Auslassung des letzten Gliedes, wenn zn —1 ungerade ist. Die vorstehenden 


Erörterungen erhalten dann folgende Aussage: 


Die Glieder der Reihe (28) lassen sich als lineäre Ausdrücke 
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der Grössen (0,1), (1,2), (2,3) .... WIREEM (29) wenn r ungerade ist; 


oder (0,1), (0,3), (0,5) .... (0, n— 2) 
und der Grössen (0,1), (1,2), (2,3) .... (4(n—2),3n) 
oder (0,1), (0,3), (0,5) ... (0, an—1) 


und ihrer Ableitungen vermittelst der Function f darstellen. Verschwinden 


(30) wenn n gerade ist, 





sämmtliche Glieder einer Reihe (29) oder (30), je nachdem rn gerade oder un- 
gerade ist, so werden auch sämmtliche Glieder der Reihe (28) gleich ©. 
Diese Principien sind es, welche der vorangeschickten Abhandlung zu 


Grunde liegen. In $. 3. wird gezeigt, dass die bekannte Bedingung der Inte- 


ö d’y . ’ 
grabilität in z2 andere zerfällt, wenn py + Rn: ein genaues Differential sein 


soll, nämlich ın 

m =V 

und 0,1)=0, (0,2) =0, (0,3) =0,.... (0), n—D) =V0. 
In Bezug auf die Grössen (0,1) u. s. w. wird eine Gleichung (9) von der Form 
IP) = (a +1) + (a Pl) 
aufgestellt, wo ausserdem 
(a, ß) + (8, a)=0 

ist. Die Function / wird in diesem Falle die negative Summe gewisser Diffe- 


rential - Coefficienten, und die Lehrsätze (5 und 6) sind nichts anders als 


der zuletzt aufgestellte Satz über die Reihe von Grössen (28). 
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t. 
Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Freyburg im Br.) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. im vorigen Heft.) 





Iıl 
$. 16. 


Bi der Fortsetzung dieser Untersuchungen nehmen wir nun haupt- 
sachlich auf Anwendungen Rücksicht; wozu sich die bisher gefundenen Re- 
sultate benutzen lassen werden. Vor allem gewähren die in ($. 9.) aufgestell- 
ten Gleichungen eine weit verbreitete, bisher nicht gemachte Anwendung; wel- 
che hier gezeigt werden soll. Ueberall nämlich, wo die Summenausdrücke der 
Verbindungen mit und ohne Wiederholungen auftreten, finden auch die in 
($. 8. und 9.) aufgestellten Sätze ihre Geltung, und hiedurch eine Reihe von 
Problemen der Analysıs ihre Auflösung, die zum Theil bis jetzt nicht, zum 
Theil nicht in dieser Allgemeinheit gegeben wurde. Schon Kramp hat darauf 
(Anal. d. refr. Pg. 81.) aufmerksam gemacht, ohne jedoch die hergehörigen 
Gesetze aufzustellen. 

Wir wollen zuerst die ın ($. 8. und 9.) gefundenen Gesetze auf die 
Erhebung der Polynomien in Potenzen anwenden. Es ist bekanntlich 

1 x x? a? 


1 
l) P=- 181, =1+7 3tit--- 


Nun ist, wie aus der Analysis bekannt: 


u 1 1 \n ScdA,2..n)' , SCAH,2..n+1)” , , SC(L,2...n+2)° , 
2) pP —— (- Log =) 1 + n 1 = A + Be (n Da X — nr 3 u .... 
SCA,2 „„n+r— x = 
(n+hr . 


Werden die erforderlichen Werthe aus (10. $. 9.) in (2) gesetzt und die 


nöthigen Ausscheidungen gemacht, so ergiebt sich: 
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n 3(n+2)—-1l „. (n+3)"n 
3) P'=1+ ji x+ ar au nz" Br Vo Y x 


15(n+4)° _ 30n +4)” +5(n+4)+2 4 


48.11 
3(n +9) — 10(n +5)’ +In+5)’+2(n+3) s 
+ 16. 16. ne FE 


£ 7 . . - . - [ . ” - . * D) * . . [7 


Hieraus findet sich unmittelbar. wenn —n statt n gesetzt wird: 


n 3(n—2) +1 b (n— 3)?! 


4, P’=1— met 4 Di na’ — 5a na® 





15(n— N’+ 30(n—: 4)? +I(n—4)—?2 








+ EL na“ 
3(n—5)* + 10(n—5)’+5(n—5)’—2(n— : 

—- um 16. 3.yet DEI Era u MX 

Aus diesem Ausdruck und aus (8. $. 9.) ergiebt sich: 
Sc '1,2,..2—1)! Sc '(1,2,... .n—2)? Ssc(l,2 2 un) 5 
Fr IT on on i ee u — A 
>) A n—1 u. (n— 12 R Ra—D4 a" 
„SC (1 I „ u n—l)" 
a (—)' (n— 11-1 ax” . 


Aus (2. und 5.) ergiebt sich ein nicht zu übersehender Zusammenhan; 
„wischen den Summenausdrücken der Verbindungen mit und ohne Wiederho- 
lungen, wenn sie beı Erhebung der Polynomien auf Potenzen benutzt werden 
Aus (3. und 4.) erhält man folgende Entwicklungen für die Erhebung de: 


vorliegenden Polynomiums zu einer Potenz mit gebrochenem Exponenten: 


n nr is 2j—m 
6 Pr =1+ G- + a "na? sei nr na“ 
1: In: Im)* — 30(n +4m)” m +9(n + Am)” -+ 2m? , 
we 48. Ditmt Ba 
3 (n+5Dm)*! — 10 (n+5m)’m+ > (n-+Dm)” m? — 2(n+5m)m’ . 
16. 161 m5 ER 
2 n 3n—2m)+m ,„ PETE 
) Pr=1- ot nm ne _— nz na? 
15(n — dm)’ +30 (n— Am)’m+5(n—Am)m’— Im’ | 
a; 48.1’! m* ar 
3( (na — 5m)* + 10(n— 5m)” M-+- >(n—5m)’m? — 2(n—5m)m? P 
16. 1°! 7n° ER 


Nun ıst, wie ferner aus der Analysıs bekannt: 
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LE . 

2 + 3 + 4 + u. . 

ws PXsn)" + PXsn+ 1 "a+P%Xs(n+2)) 2? + .. P’Usn+rn))"o +... 
(1, 2, 1, 2, N 


wenn Psny’, P/(sın +1)", P’(s(n+2))', .... die Summen der Verselzungen 


mit Wiederholungen in der nten Glasse zu den Summen n, n+1, n-+2,..... 


ss» P=(l+ 


aus den untergeschriebenen Elementen bezeichnen. Hieraus und aus (2) fin- 





det sich noch eine neue Art der Bildung der Verbindungen ohne Wiederho- 
lungen. Diesen Gleichungen zu Folge kann man nämlich die Verbindungen 
ohne Wiederholungen aus den Versetzungen mit Wiederholungen zu bestimm- 


ten Summen ableiten. Es ıst 


N = Plamtn; 4 RD 
oder 
10) SC(,2.3,....n+r—V’=(n+N" PKstm+rn; 1,3, 1,1, ,...)" 
s. 17. 


Eine weitere Anwendung ist die Erhebung des Polynomiums 


3 4 


2 x x 
) P=sa+7a+tjias3tiası „zen! 
zur nten Potenz. Die Analysis giebt (S. d. Journ. 13ter Bd. S. 292 u. ff. 


$. 47.), 
SC, 2...n)wt SCH, ..mart: 





Du l_ n _ cfni ‚ ; | 
2) / — fl 1) — SC (1,2,.... 72) x 2 rg \ au 
sc , 2, “.. nn) art 
“ (n+1)"! 


Werden hier die angezeigten Werthe aus ($. 9.) eingeführt, so erhält man: 


DJ 


I n nl . m’ 
33) P=r(l+ ia + gm na” + 11.11 na 


1 In" +30n? +5n—?2 


x 4 





3n* + 10n° + 5n — 2n 
wm; 16.1611 ee 


Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXII. Heft 2. 16 
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u 1 n an—1 nl 
3) P’m = a 1— ar+ j pına® — pm na? 
15n° —30n? +n+2 ‚ 
48.71 N 
3n* — 10n°? +5n? + 2n x 
= 16.16 "TORE 
. e . . . . . ” 


Der besondere Fall, wenn in (4.) n=1 ist, oa die Bernoullischen 
Zahlen. Aus (2. und 4.) ist also auch 
1 Ssc1,2,..n-D'"  SCA2,.n—1)? ,„ SCH 2,..n—1) , 











Be \ Raul B__ \-n___ u i X MR 
>) I — ft » =z( n—1 ä (n—1)2:-1 -x” end (n— 1)3—) a 
a Bu, „n—1)" r 
..(— 1)" —])' > X BR 


Für einen DEE en 1st 
} n INM x nm 
6) Pn — x m 34 + 5 , — 1!llın 2 nz + 2, 1!!m 1.3 l. v® 


15n? + 30n? m + InmMm 2__ 2m? 


4 











a © rn a 
3n* + 1On’m + Dn?m — nm 
ki 16. Lö'm® wor 
) 
- - l nz 3n—m - n2l- m 
» Ps = l- - + on M 
Xm 2m 1’!!m? 2.1 1! ln? .. v“ 
15n’— 30n’m+Pnm’+2m? , 
= 48. Dim‘ un 
3n'— 10n°m + Dn®m m’+2nm , 
10. 151m° BR 
.) 
$. 18. 
Es lässt sich auch die nte Potenz des Polynomiums 
2 3 


x x x 
\ ——— m PER = u — „* 
) Buirir tt 


darstellen. Es ist aus (1. $. 17.) 
» O=@+@-Ny=(@+Pp) 
also auch 
3) V=7+n.2"'P! + (n),2””P? + (n),P? + 
Für diese Darstellung sind nur die positiven Potenzen von PP nöthig. 
Benutzt man die Gleichung (1. $. 17.) und setzt dort der Reihe nach 1, 2, 


3, .... statt z2, so ergiebt sich: 
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ScA)! 
4) "Ei" nl > a?’ + 





2 3. 
SC(1,2" „  SC(1,2)? SC 
s .. S 


+ (n),2"(2°+ x +34 %“ + 575 %+...) 


SCH23 | SC,23' 


Ä SC/(1,2,3)° 
+ (n)2"(a’+ A a’ + 15. + - E 6 


4.5.6 


Wird dieser Ausdruck nach den Potenzen von & geordnet, so ergiebt sich: 
2 

’ & ER ee 

5) 0" —=2"+n2' w+(n.2" ISCA)'-+n? 1 In )aaı 


+ [an 2 SCH’ + nr SC1L2)' Hn?2r] in 
4 


+[n2ISC HER SCL2+A2PSCHL23) HN 2] 


Die Vorzahl des (r+1)ten Gliedes hat folgende Gestalt: 





; cn 1 A „_„SC1,2)2 9n38C'1,2, 3): 
6) A ==n.2 1 rm + (n),.2 2 Er + (n);. Pn—3 ne. 2 
Ssc'(1,2,....r)° 


ne u RE > Zu 


Scheidet man die Facultät, welche in dem Nenner der Glieder vorkommt, aus. 


und führt die Zahlenwerthe für die vorstehenden Symbole nach ($. 9., 8. und 
25.) ein, so bekommt das (r+1)te Glied folgende Form: 


ı) A.a =[n.2”' + n’2"?(2"—]) 
n3 0-3 
(371—2.2'+1) 


2 


ni\-1 „Ir—4 


u (471—3.37"+3.27—1) 





(r— 3A zul 
„r—3|— -r+3 binnen 
2 ur 12 2a 


NER 3(r—2) +1 (r— 2)? 
Br yı u ( 2 ‚- j51 








Lo 12" 
r-1]-1Y9n-r +1 we. Me: 
+n 2 - pa 


r 


+ n"29] Zn : 


Die Gleichung (6.) gilt für ein positives und negatives, ganzes und gebroche- 
nes 1. Sie giebt für unsern Zweck folgende Ausdrücke: 


16* 
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| 
m k RL A, 
s’ A+ eV" ="+n."a+(n.2""T ng pi 


3 


+(n.2" +2,22. 3 4127) 7, 


4 


) n— - 3 Pu 72 m N T 
+(n.2 "+ n?1,92,7 + ,297,6-+-n".2 pn 


5 


+ (n.2'"'+15.n°,2"°4+25.n°11.2°3.+10n'171,2°pnP127°) — 


EL 
9) I _ 1 m EN ) er 
, (1-+ eX)” — >n n+1 s 22 r- 
—n In?‘ 
+5 aan aa, F)m 
ls-n In? 67?! nl a 
++ Ft Fe 
10) (i-+-e im — 2 re Pr + 55) a” 
u m: m2 + 2m)" 
| 7 > ee 7 2 
" +G BE 27 Be} 
nm On? _m ytiom rt 
” Hm * 2 a 17 Fa) 


| l NE n nem \ x? 
ll) le) = l — — + (— — + ;) ee 
Bi. 2m 2m 2’m?/ 1?" 
n In" pi 
“ (- r ? m‘ > es) ie 
2m 2° m? 23m) 1°" 


T.nzm Gm?" grın\ 2* 

e +3 m” ud mt 7 m* .) 1! 
Vergleicht man die Ausdrücke in ($. 16. bis 18.) mit denen, welche die 
\nalysıs bisher gab, so wird man die Vortheile wahrnehmen, welche die in 
($. 8. und 9.) gelundenen Resultate gewähren. Die Ausdrücke lösen nämlich 
auf eine eben so einfache als allgemeine Weise Probleme auf, welehe durch 
lange Abhandlungen noch nicht auf befriedigende Weise gelöset waren. Die 
Ikesultate, welche bisher gefunden wurden, standen unter sich isolirt und er- 
streckten sich entweder nur auf ein positives, oder auf ein negatives n. Da- 
bei wurde gewöhnlich nur eine zurücklaufende Bildungsart ermittelt. Ausdrücke 
lür gebrochene Exponenten waren ausgeschlossen. Entwickelte Ausdrücke, 


welche die Erhebung der genannten Polynomien ın Potenzen bisher gaben, 
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sind mir nicht bekannt. Deswegen habe ich sie hier mitgetheil. Wäre 
auch mit den in ($. 16. bis 18.) gefundenen Resultaten der Umfang der 
Anwendbarkeit der in ($. 8. und 9.) gefundenen Gleichungen geschlossen, 
so würde auch dies schon genügen, um die Wichtigkeit jener Gleichungen 
hervorzuheben. Dies ist jedoch nicht der Fall. Ihre Anwendbarkeit findet 
auch noch in der Differenzenrechnung und bei den Functionen Statt, die ich 
mit dem Namen Aufstufungen bezeichnet habe; wie im Folgenden gezeigt 


werden soll. 


$. 19. 


Bekanntlich lässt sich der Unterschied einer Function durch Differen- 
tıale dieser Function darstellen. Bei dieser Darstellung sınd die Summenanıs- 


drücke der Verbindungen mit Wiederholungen nöthig (S. 12ter Bd. d. Journ. 


S. 333.). Die Gleichung, auf welche die Differenzenrechnung führt, ist 
z O"x(Aar)"  SCA,2,.n)' "tx nu. „BO... ti 
I) Na= (9x)" n+1 (0%) „ilAR) nr 17°! Bay (A Zi 


Sc'1,2,...n?  _Ont’x A 
(n+ 1) 7 Sale) 








Unter A wird jede beliebige Function von ® verstanden. Dieser Aus- 
druck gilt also für die Entwicklung der Unterschiede der Functionen überhaupt. 
Werden nun die angezeigten Werthe aus ($. 9.) in (1.) eingeführt, so erhält 
man ganz allgemein: 


O’HIX R n O”’+H1X i „Intl Or+2X 
2) NVA — (Ox)" +1 (Ar) + 2 ( mmlAa) " pi (&« Ix)"t2 ; (A. 7 a 


1, n4+-3 
n"'.n "HX 

n-+-3 
2.19 (< ).r) 5 (Ar 


15n? +30n° +IN— 2 Ort4X 





” BT le" 

In‘ + 10n° + Dn— 2n O”+5X 
» 16,1%! 2 (O4 u (A) 

630° +315n‘ +315n° — Iln— 42n+16 O"+6X 
sale 1 GE BER, ” 


Diese Reihe bricht ab, wenn eines Er höhern Differentiale in O0 über- 


geht. Der Ausdruck ist, wie gesagt, ganz allgemein; er gilt nicht nur für 


ein positives, sondern auch für ein negatives n, und kann sogar auf ein ge- 


brochenes zı ausgedehnt werden, wenn man dafür eine Bedeutung findet. Es 


ist zunächst 
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Ä ai DK anal A) DENK au, Bee DT MERE 
) I" FAN + Ta 


#0 O-"+3X 

Ban ZzyT.-R “(dr y (Ar 
15n?— 30n? +5n+2 O-7HX „= 
BR, TR Eon na 


+ + 


ande 


Erwägt man, dass negative Differentiale Fri u gegenüber in 
demselben Verhältnisse stehen, wie die positiven Unterschiede den negativen 
gegenüber, und dass sie also Integrale bedeuten, so lässt sich aus (3.) auch 
folgende Formel ableiten: 

EEE ng (Bn—Iyn (7-2 
4) A ST ( tv) "if ge A (dx) + 1:!(Ar)"7? Ad) 


0 Er yn-3,) w A(dx V Ber 


= — 30n?-+5n-+2 n—4 


EEE gr EEE "1/6 N\n—4 
48,19! (Ar)"i n A(282) 





Hier ıst /"=1 und die Integrale gehen wieder in Differentiale über, wenn 
der Exponent des Integralzeichens negalıv wird. Man kann nun in die Gleı- 


chungen (2. bis 5.) statt 2 sogar eine gebrochene Zahl setzen und erhält dann 


folgende Ausdrücke: 








= . n +1 . n 
” >». OmXÄ ee Bear nz 2n + m om” 
5) AHi m» (AR ee — pr (Aaz)m + iz. - et 
( Or) m (9x) m (de) m 2 
ne", m dm ” X 
+ pı ]*! 73 -(Aaym * 
(d)m® 
15n° + 30n’m + nm?” — 2m Om"X - 
18.Pa Mm)" 
(Or)m 
DNEX "mX n mtxX In—m OmEX 
ı)) A" -A=77 en Im Re n a ae ln? Pa re ° 
(dr) m (Ar) m m Arm m 















u 5 1411 m3 .n n 
2.1*!m (82) HArym _3 


152° — _ — 30n’ —_ '+2m’ 5 rm 
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n 


Hierdurch sind formell die Werthe für AmX und A ”_X dargestellt. 
Was aber die Bedeutung des Unterschiedes einer Function mit gebrochenen, 
positiven oder negativen Exponenten sei, geht daraus nicht hervor, während 
doch die entwickelten Darstellungen der Unterschiede mit gebrochenen Expo- 


nenten möglich sind. Diese Darstellungen werden immer dann möglich sein. 


n 
wenn Im X und 9 = X möglich ist. Durch Aufsuchen eines allgemeinen 
Gesetzes, welches die vorstehenden Ausdrücke in sich fasst, wird die Aufgabe 
gelöset werden, und es entsteht die Frage, welche Bedeutung und Anwendung 
die auf dem angegebenenem Wege gefundenen Resultate erhalten werden, 
oder können? 

Wenden wir die in (1 bis 6) gegebenen Formeln, welche für alle 


={rt 


Functionen gelten, auf einen besondern Fall an und wählen wir dazu 


. "x? . ' 
so ergiebt sich aus (2.), da (dr) > pa’ ıst, folgender entwickelte Aus- 


druck für den nten Unterschied einer Potentialfunction: 


D» era p"art(ai u A u 


3n+l | ä \ 
+ m n a u Yuaı 


nn \ 
+ zii Fu ae 7 a 
15n° + 30n?+5n— 2 





EEE 18 15 1 a Ax)"* 


Da dieser Ausdruck für ein positives und negatives, ganzes und ge- 
brochenes n gilt, so ergiebt sich daraus 


a zp+tn n gr apie-1 IN— 1 ortal-1zptn-2 
[7 


S) Ä "Pr — (Azy" — 2 j Aryıt + jur r (As) 
n:-ı,n gl -Iypptn-3 
311° (Asp 
15n’—30n’+5n +2  pttlzptn- 
Bm Tr Tan 








Für eın gebrochenes n erhält man: 
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Ar j 5 Soda ie 
gG ) - (7 y’ p" m pp + R p m af —] Ar 


IN m 2 4a 
a a Y 92 
+ jn,ın.pr a Aw)? 


m n 
n u Rn — +31—1 ) 
. 2 D—3 „\3 
2. ims PT a’ (Ar) 


| 





+ 
* 
- 





r n 
eo: - — +l11—1 
pt X m zP n.p m 2 
I () A m 7 ‚ nn Eu - -— Bee m 2 xP Ar 
Ar WER m 2.m 
I In 
/ u’ 
IN— Mm a. 


-- m 721-1 D—2/ »\2 
L: lan? en j’ .P A (Ar) 


nemın 2 13-1 B 
— Dgarn.pm" ar Aw) 
15n "—30n’ m+Inm?’+2m? _” w 
np a Aw) 


+ . . . 7 | 


Alle ın (9. und 10.) angezeigten Operationen sind ausführbar; also wird 


n 


n 
sich auch der Werth von Arx@” und A "&” darstellen lassen, und es kann sich 
daher, wie bemerkt, nur um seine Bedeutung und Anwendung handeln. Der 
weitere Erfolg unserer Untersuchungen wird Gelegenheit zur Anwendung geben. 
Die Formel (8.) lässt sich auch so geben: 
priem  SCH,2,..n—b ptll-1zpte-1 
Tr in 
SC,2, ..n—D? prtimtartn- 
a 
SC, 2... n—1) plante 
(n— 1)! u 





11) Ze= 








Ein specieller Fall der Gleichung (4., 8. ode 11.), wenn nämlich »=1 
gesetzt wird, ist bekannt. In diesem Falle entstehen die Bernoullischen 
Zahlen. Nennt man der Reihe nach diese Zahlen (auch diejenigen nicht aus- 


gen welche auf O0 führen) A,, A,, A, ...., so erhält man: 








SscA1,2,...n—1)' SCc(1,2,...n—1)? sc1,2,...n—1)° 
2) Bei ze A 2 — — = A, - - —_ 
1 a A, ag A an =. 
SC(1,2,..n—1)" 
 G-hr- u 


SC1,2,...n—1)’ 


wenn in der entwickelten Darstellung von a 5 u n=|1 gesetzt wird. 
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Hiezu dienen die Ausdrücke (9., 10., 16. $. 9.) und es zeigt sich, dass die 
Bernoullischen Zahlen nur ein besonderer Fall der Summenausdrücke sind. 
welche von den Verbindungen ohne Wiederholungen zu der Iten, ten, 3ten, 
dten .... Classe gelten; wie es die Gleichung (12.) zeigt. 

Der eben berührte Fall, wenn in (4.) n=]1 gesetzt wird, soll hier noch 


hervorgehoben werden, da er später zu weitern Anwendungen dienen wird 
Es ıst 





lı r K” L 3X 
‘ De a ve ge i 1 Bene: => 2 
13) Ä Ä — GA OX + „A -H 12 Ix ° Aa 
5 0°’X 
ai u ‚ .\3 
120° 1.2.3 (0r)° (Aa) 
B\:c TOR 
+ 353 1.2.5002): (AR) 
kr HORE 


100) 
a 
= 


1.2.7027 (AR) 


$. 20. 


Ausser den Anwendungen im vorigen Paragraph ergiebt sich noch 
eine andere für die Darstellung der Aufstufung einer Function durch ihre 
Differentiale. In der Differenzen-Rechnung (l1ter Bd. d. Journ. S. 185. $. 17 
und 20.) ist gezeigt worden, dass folgende Gleichung gilt: 


Az.9\TFEn 
ı) X (j + e 9% ) , 
wenn A eine Function von x ist. Nun ist bier oben in ($. 18.) die Ent- 
wicklung des Binomiums 
() —=(1-+ e*) 
für ein positives und negatives, ganzes und gebrochenes rn gegeben. Werden 
die entsprechenden Werthe ın die dortigen Resultate eingeführt, so ergiebt 


sich unmittelbar für dıe positive und negative Aufstufung einer Function durch 


ihre Differentiale Folgendes: 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIH. Heft 2. 17 











Oettinger, Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 


128 1. 


0} 
2) 2X=IX+n 2 he 


n—1 2-1 nn __ X 2 
+ (n.2"7 + n""".2 EIG, (Ar) 
rl Zn, 20-2 n—3 „319-3 _OX_,, 
+ (n. + 0.»n". + 27°, „°7127°) jr (d,y (AR) 
X 


+ (n.27"+7.n1.2772 4621294127) nd (Ar)' 


% 


X n 


J\ 
e- 
\ 


3) 


1 


+5: 


+ 


ee (Ar) 
2m " 2m?) 1.2(9x)? 


—n 
+ m+ 


IB n=1, 


\ 3—1 Bu 
6) ° A=5 


u Tu 


1 n 
+ L (3 


2m (Or)* 


so ergiebt sich aus (3.): 


OX 1 
49r 


OX 
Ör 


Ar 


na 9?X 
+) 2 Aw)‘ 


n n’\ ns! 


-g +3. - Po An 


n PU. 


2 En + F) aa (AR) 


O’X 


n RE 
Im t Em? =)r2 2 (dr)? (Aw) 


n 3.n?” Pr... =)T 
mt in 


O’X 
1°''(dr)° )? (Aw)’ 


) 


+ 93,73 


n IX 
— Aa 





o?X 


ni ni" 3X 
93m? 1?’'1(dr)° dr)? (A: ve)’ 


a 


a Ä PX. (Ar)’ 
1.2.3.4.5(0r)* 


D°X 
Aw tg 1.2.30,)7 (Ar) — 


BE (A)... 


16 V’ (90)? N 
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Hieraus folgt das allgemeine Gesetz für die positiven und negalıven 
Aufstufungen der Potentialfunctionen mittels der Gleichung 
O'xP 


(dry — vr 


1 p—r 





unmittelbar. Es ist nämlich 
6) 2er = + nn. perAr 
+ (n.2"" + n?'2")(p),0” (Ar)? 
+ (n.277 + 3n? 27° + m’ 2) (9), (AR)? 
+ (n.2"4+7.n 260.2 Han. 2 ld) (Ar) 





zP ap R 
) wahr +. + FAR) 


1 n „m. m’ Zu 
+5 (— + Jar _- DDr Ax)’ 
1 N 7n?' 6n? 1 nA 1 
+30 5+9- ara) 


Es ist jetzt nicht schwierig, die Aufstufungen für gebrochene Exponen- 
ten zu finden. Specielle Fälle ergeben sich aus den obigen Darstellungen 
leicht. Der Fall, wenn in (7.) n=]1 gesetzt wird, ist zu bemerken. Es findet 


sıch für die erste negalive Abstufung von x: 





P N} 
S) af — > — 7 px! IAx 
p(p— NV) (p— > | 
a an) 


17 pp—D..(p-6) „_, ; 
6 1.2.6  "(lAx) 


Die Vorzahlen der Glieder dieser Reihe stehen den Bernoullischen 
Zahlen zur Seite, und die vorstehende Reihe hat bei Summirung der Poten- 
zenreihen, deren Glieder ubwechselnde Zeichen haben, dieselbe Bedeutung, 


wie die Reihe von Bernoulli für die Summirung der Potenzenreihen, deren 


Glieder einerlei Zeichen haben. Die in diesem und dem vorhergehenden 


17* 
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Paragraph gefundenen Resultate sind für die Rechnung mit Differenzen wich- 
tig. Die Entwicklungen von A"X und A”X, so wie von Z’X und d”X 
wurden sonst immer getrennt behandelt. Es waren daher eine Menge von 
Operationen zur Darstellung der isolirten Fälle nöthig, die hier zusammen ihre 
Erledigung finden. Wenn auch Methoden angegeben wurden, wie man zu 
diesen Entwicklungen gelangen könne, so fehlten doch immer die entwickelten 
Ausdrücke, die oben mitgetheilt sind. Hievon kann man sich überzeugen, 
wenn man die hierher gehörigen Schriften, u. a. Traite d. calc. diff. et integ. 
p. Lacrorw T. IM. ete. nachsieht. Das allgemeine Gesetz der Aufstufungen, 
welches ich schon früher (im Ilten Bd. d. Journ.) zu finden mich bemühte, 


ergiebt sich hier und bringt, wie bei den Unterschieden, alle nöthigen Ent- 


wicklungen auf eine allgemeine und einfache Basıs zurück. 
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IV. 


s. 21. 
Die in (19. und 20.) aufgestellten Gleichungen geben ein Mittel au 


die Hand, den natürlichen Logarithmen einer Facultät auszudrücken. Es ist 
1) get!=lgx +lg(ox+d) + Ig(c+24) .... Ig(c+nd). 
Nach der Differenzenrechnung (S. d. Journ. l4ter Bd. S. 262 u. ff.) ısı 
2) %,+rXtrN%+t.. + N, = 0X, n— AN. 
Setzt man nun u, = ler, A, = lg (x +d), I, = lg(x+2d) u. s. w. 
= lg (e-+nd), so erhält man, mit Rücksicht auf (1. u. 2. und $. 19, 12.): 
gat= Atlg(e+(n+Dd) — Alex 


le (2-+(n+1)d) lex 
f dx uf = IX 
le(r+(n+1)@) lg x 
Te ERW 3 
€ TR PUeIm _# BE: 








— 


+p' dr 12» 
d’ 0° lg(e+(n+Dd) na | 9° lg x x 
a0 12a Ft 1.2.30 


ns 
2) 


Nach Ausführung der angezeigten Operationen ergiebt sich, wenn n—1 statt 
nı gesetzt wird, folgender Ausdruck: 


> rt em lg(c-+nd) — .. un u na 5 
lg(e-+nd) lg x 
"base er 
d d 
Flernd) Br 
d? d’ 
360.(2+.nd )? Fr 560. 
d? d’ 
Tr 1605 


In dieser Gleichung hat der letzte Factor der Facultäit die Form 


x-+(n—1)d. Man kann nun, um UVebereinstimmung auf beiden Seiten her- 


vorzubringen, Ig(x-+nd) hinzuzählen. Dann geht (3.) über in: 
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2 -+-.nd x 
) kat - lg(c-Hnd) — in = 2 + = 
+: le (a2-+nd) + ;1g x 
d d 
12(2 +.nd) — 12r 
d’ d’ 
360 (2-+nd)? + 3607° 
5 ‘ 
> . d 


1260 (2 +nd )® 1260 2° 


Die Darstellung des Logarıthmen einer Facultät beruht nach (3, und 4.) 


oO 
auf zwei Reihen, deren Glieder in (3.) unter sich correspondiren. Die Glieder 
der zweiten Reihe werden aus denen der ersten abgeleitet, wenn man n = 0 
setzt und ihnen entgegengesetzte Zeichen giebt. Die Glieder der Reihen 
den Gleichungen (3. und 4.) stehen, mit Ausnahme des dritten, in dem näm- 
lichen Zusammenhange. Diese Reihen sollen nun der Kürze wegen durch fol- 
sende Zeichen angedeutet werden: 


5) ige = alt) RE) 


2 + nd 
6) gan F(F@)— K5)- 


Der Zusammenhang zwischen beiden Gleichungen ist 


/ nf: —+nd T 
7) Igaertld— lo(r-+nd) + R F Fu, — RB (= 
" vr + nd fe 

8) lg ae =, F (= — ls(c + nd) —h (2). 


Die Werthberechnung des Logarıthmen einer Facultät hängt demnach 
von der Convergenz der in den vorstehenden Gleichungen enthaltenen Reihen 
ab. Die Reihen convergiren sehr stark, wenn x oder © -+ nd der Zunahme 
gegenüber eine nicht ganz unbedeutende Zahl ıst, und dann wird der gesuchte 
Werth leicht gefunden. Bei Facultäten von der Form x", wo x, n und d 
ganze Zahlen sind, wird die erste Reihe immer stark convergiren. Ist aber 
die Zunahme 1 und der Grundfactor 1, wie es gewöhnlich der Fall ist, so 
convergiren die Glieder der zweiten Reihe nicht sehr stark, und es ist gerade 
lür diesen Fall wichtig, den Werth der zweiten Reihe zu finden; so wie über- 


Ss. 11.) jede Facultät von der 


ı 


haupt schon aus dem Grunde, dass nach (13. 


vorliegenden Form auf eine andere gebracht werden kann, deren Basis und 
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Zunahme die Einheit ist. Um nun diesen Werth zu ermitteln, setzen wir in 
(4) n—1 statt n, d=1 und x=1. Dies giebt 


tl 1 1 
9) eritz_enlen—n+:en+ nn, 5 tringt 


— R(). 
Ist hier n unendlich gross, so verschwinden die Glieder in R(n) vom vier- 
ten an und es wird, wenn man diesen Werth von r wie früher durch « 
bezeichnet: 
10) klil=alga—a+riga— R(), 
1) Fla)=(a+r}) la — ao, 


oder anders: 


“ 
& et 


12) 1:1 — Br 


SR) 2 





Nehmen wir nun die Gleichung (34. $. 13.) zu Hülfe und setzen dort 


r gleichfalls unendlich gross, so erhalten wir, mit Rücksicht auf (29. $. 12.) 


le, je [ 
Ve vr = Vr . el, 


Werden die Facultäten dieser Gleichung nach (12.) behandelt, und wird ın 
(12.), wegen 1”, 2a statt « gesetzt, so findet sich 


a" Va a" Va Dr = Ze)?" V2« 
e* ek) ee) ' Ve u Vr. er" .e pre ER) ° 





Hieraus ıst 


1 a 
13) sr = V2r, 


oder 
14) — k(l) =2lg(2r). 
Demnach ist aus (9.) 
Mi Ä 1 l 1 
5) klrl=(n+3)en—n-+!le 27 +15, — 505% + Bi 
Ist nun der Werth von AR(1) gefunden, so lassen sich durch ihn die 
Werthe von Aa, Fiay .... leicht berechnen. Es ist nämlich 


(e-End)pid u. a" (2tnd yo? ztP d 
d— —— 


pn \d = zud ’ 


also auch 
lg(@-+nd,rd = lg a"trd — Ig and, 


Werden die beiden ersten Ausdrücke dieser Gleichung nach (5.) behandelı 


RR ROT) = R( 7) + 1g and 


so ergiebt sich 
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Wird hierin @—=1, z—1 statt n und d=1 gesetzt, so ist nach (14.): 

17) Rea)= KA() +Ig Ill = -- 5lg(2r) + Ig 1-1. 
Aus dieser Gleichung können leicht die oben bemerkten Werthe berechnet 
werden. 


Wird der Logarıthme einer Facultät von der Form x":-@ verlangt, so 


nehmen die Gleichungen (3. — 6.) folgende Gestalt an: 
a ee 
18) Igand — RI r(Z). 


> ker) a) 
Danach wird sich die Werthbestimmung ausführen lassen, und zwar ohne 
Schwierigkeiten, so lange (e—(n—1)d) positiv bleibt. Man kann in diesem 
Falle die Facultät auch umkehren und so darstellen: 
anld — (v—(n— YA) (ce —(n—2)d) .... (e— dx. 
Dann tritt in (3.) z—(n—1)d an die Stelle von x und x an die Stelle 
von c+nd. 

Werden aber einzelne Glieder in x". negatıv., so kann man zur Ver- 
meidung der Logarithmen negativer Grössen die Facultät so umformen, dass 
sich erkennen lässt, ob sie einen positiven oder negativen Werth bekomme, 
und darauf die Facultät in dieser veränderten Gestalt berechnen. Hiebei kann 
es kommen, dass eine der Gleichungen (3. und 4.) wiederholt angewendet 
werden muss. 

Die bisher gefundenen Gleichungen sind allgemein und gelten für je- 
den Werth von n. Man erhält sofort aus (16.) für ein negatives ganzes oder 


oebrochenes n: 
ı 1 


„fe—nd „f® fe: 
20) RT) = RG) rn RG) 


21) ( Pu > (=) + le meld 





md 
me—nd ( z 2} I-a T l 
.>* > — > — rm — > ar 0 — - - . 
2 [7 


Wird hierin d=1 gesetzt, so geht (20.) über ın: 


1 
23) R (2 —n) — R (x + lg Gm 


Setzt man nun ferner x =1, so zeigt sich, dass alle Werthe von 


Ft für Facultäten mit negativem Exponenten, der eine ganze Zahl ist, und deren 
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Basis und Zunahme die Einheit ist, unendlich gross werden. Setzt man in 


(21. und 22.) J=1, _ =p+ so geben die beiden Gleichungen: 


F] 
m 
lan 


(am +-n)F 
mer 


24) kK(x+p+ = R(x)-+1gx” FE) meile klexet +le- 


25) Re—p—)=Ra)+Hlgr ” Br "=Rk&)-+1lgx" = '+lo ah 


o (am —n)P" 
Führt man in (17.) statt z allmälig die Werthe 2, 3,4 .... ein, so ergiebt sich 
26) K(2)=— ;lg 2, 
R(6) = — 3lg 27 + Ig(2), 
Rk(4) = — 31g 2r + Ig(1.2.3), 
R(5) = — älg 27 + lg(1.2.3.4), 


n 
Setzt man ın (24.) =1, — 
m 


0,1,2,...., und erwägt, dass nach (25. $.13.) A(1)-+1g 1 —! le (2) 
le; +: r=— 2182 ist, so ergiebt sich: 


—! und statt p allmälıg die Werthe 


27) RO)=— 2182, 
RO)=— 31g2+1g}, 
R(z y=— 2lg2-+1g (G 2) 
RY)=—S1g2+le()), 


Setzt man die rer ng Werthe ın 3.) und bemerkt, dass nacl 


(26. $.13.) RD+lg1""=— 4lg2r+21gr=—21g2 ist, so ergiebt sich: 
3) Ro)=—zk2, 
R-9)=—+lg2+1g2, 
R-2)=— 782410) 
R-)=— Zg2+lg, =), 
R-)=— 5lg2+1g (135), 


Soll hiernach der Werth der Facultät 121 gefunden werden, so er- 


hält man sofort 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 2. 18 
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sÜ=RG)- RD=— 51,2 +18 945 — 1g 16 + 11g 2r 
—= 1,7188567 = lg 52,34277. 


Diese Zahl findet sich auch durch directe we. und es ist 


M'=1.2.3.4.5"=1.234S lt tn nn...) 

24./5(1—0,025 +0,00031125 +-0,000039625 —0,000001025390625 ... 
—0,0000004870605 +0,0000000132598....) 

24.2,236067977 .... x 0,9753506 .... = 52,34277 .... 


Die WVerthe, welche zu den angezeigten Operationen nöthig werden, 


sind fur die hyperbolische Logarithmen: 
lg 2 = 0,91893853320467274175 
und für die gemeinen Logarithmen: 
‚lg 2x = 0,399089934179057 .... 
Bei der Reduction der hyperbolischen Logarithmen auf gemeine ist be- 
kanntlich die Zahl 0,434294481903251527651 nöthig. 
Eine ganz einfache Methode, den Werth der Function R zu berech- 
nen, geben die Gleichungen (5. und 6.) unmittelbar. Es ist nämlich 


29) RO)=RC ne, _ Ip and, 





l 
30). RG) = FO) —Igartli, 
d 
Hiernach sind RC Jund — =) in Reihen zu entwickeln und von den 


erhaltenen Werthen die Logarithmen der Facultäten rd und a®+lid abzuziehen. 
Dieses Verfahren führt sehr schnell zum Ziele, da n so angenommen werden 
kann, dass die Reihe schnell convergirt; was schon für n=9 geschieht. Von 
der Zweckmässikeit des Verfahrens kann man sich im 6ten Bande dieses Jour- 
nals $. 141 überzeugen, wo sie von mir benutzt wurde. 

Die Gleichungen (3. und 4.) sind schon von Kramp (Anal. d. refr. 
ast. Pg. 101) und von Bessel (Königsberger Archiv) behandelt worden. Aramp 
hat bei seinen Entwicklungen die Form (4.) gewählt, die Glieder der bei- 


den Reihen 


a +4.nd d d’ d’ 
Tg Fr 1rlarnd) — 360er may F 1260er und 
x d d? d’ 
“ET ae, a, TE En 
d d 


besonders untersucht und sie durch ea und EZ bezeichnet, Die Un- 
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tersuchung kann zwar auch auf diese Weise geführt werden, jedoch, wie es 
scheint, weniger zweckmässig; wie es auch schon Bessel bemerkt hat. Den Zu- 
sammenhang zwischen der von Kramp angenommenen Bezeichnung und der 





hiesigen drücken folgende Gleichungen aus: 
R er) = Bl 








lg(a-Fnd) — ala +nd) + an und 
„.% lg» 1 .® 
R(7) =— m +toalga ET: 
$. 22, 


Es ıst nöthig, die Werthe der Facultäten mit gebrochenen Exponenten 
auf eine leichte Weise finden zu können. Eine sehr einfache Mehode, den 


Logarıthmen einer solchen Facultät darzustellen, ergiebt sich aus der Gleichung 
(22. $.7.). Sie giebt 
n+mr 
ru Es J amt Gi m”. a m . 


am — _ — 
am-4.nd rd 
7 m. rd — (a 
(a+ d) 





und hieraus 


nfınr 
l) Igan —= lg m’ — lge(am-+nd)”" + 1ga 1? 


Die Werthe der zweı ersten Ausdrücke rechts vom Gleichheitszeichen lassen 
sich in der obigen Form durch Logarithmen darstellen und der dritte nach 


der Gleichung (3. S. 21.) in eine Reihe entwickeln. Hiernach ist 


2) lg ame er lg dlisiai lg (am-+nd)"" + ur —— a RC 2 


Der nun Ausdruck selbst ist 


hi 





3) Igarl =rlgm — Ig(am+nd)"" — R(7) 























am+nd+-mrd am+nd+mrd am+nd+mrd f nt mrd 
R lg ( ) = let ) 
md m md 
md 
12(am-++nd + mrd) 
md? 
360 (am-+nd+mrd)? 
m’d 5 
+ 5 
1260 (am + nd + mrd) 
m'd 7 
- 1680 (am -+.nd + mrd')' 


18* 
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Da hier die Grösse r willkührlich angenommen werden kann, so ist es, 
wie man sieht, leicht, der begleitenden Reihe jede beliebige Convergenz zu 
geben. Die Gleichungen (1. bis 3.) gelten für positive wie für negative Expo- 
nenten und geben 

—d am—nd+rmd 


4) karl =rlgm — Ig(am—nd)”" + R( nn) A R(, =) 
und hieraus nach (3. $. 21.) 








5) Iga"" = rlgm — Ig(am—ndy" — R() 
am+mrd—nd am— nn amtrmd—nd am-+r md—nd 

105 sc Pr ir. (= 0 Fe md 
md 

” 12(am + mrd — nd) 
m°’d? 

7 360 (am + mrd—nd )? 
m’d? 


-i 260 (am +mrd— nd) 


Die vorstehenden Gleichungen werden einfacher, wenn man Basis und 


Zunahme —=1 setzt. Es ıst alsdann 
- < l ll > 
6) Ir =rilgm— Is(m-+n)"" + 3lg 27 
m(r+1)+n A VOR 1 eben m(r+1)+n 
—— lo (| — ——) — ;lo — 6 
m Oo m “oO ) m 
m m? m? m’ 


Fame + Dan) 360(m(r + D+n)? FI260m[r + 4m) I68OmGH) pr 


n 


7) Ir! or " m — ls(m—n)""” + 3lg 2r 
m( (r+1b)— n | Er > IM in. un m(r+1)—n 
- u — 5 — — — 
m ie) - m m 
m m? m’ m’ 





= 12(m(r+1)—n) 360(m(r+ )—n DIT TOT DES TTTITE m(r+1)—n)? a4 
Die Brauchbarkeit dieser Gleichungen soll an besondern Fällen gezeigt 
werden. Wir wählen hiezu_ die Darstellung des schon früher gefundenen 


. ı . A . . 
Werths von 1°, Setzt man in (6) rg, nel, —. so ergiebt sich 


79 21 1 21 
S) le 11 = 9182 — 183”? + le Ir +: . le% — lg - 
21 2 23 25 37 


3 + 172.21 7 300.210 # 1260.215 7 1680.20 9° 


Werden hier die angezeigten Rechnungen ausgeführt und die Werthe der 


Logarithmen gesetzt, so erhält man 
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lg 12! = 2,7092700 — 8,8160616 + 10,7224876 + 0,3990899 
— 10,5 + 0,00793650793 .... + 0,0000023995488 .... 
— 0,0000000062194 .... 
Die Glieder der Reihe geben den hyperbolischen Logarithmen. Ihr Werth ist 


K = — 10,492065855 .... 
Der Briggische Logarıthme ist 
K, = — 4,556646315 .... 


Werden nun die Werthe der vorstehenden Logarithmen zusammengenommen, 
so erhält man 
1:1 — N0,9475449 — 1 = 0,8862269 .... 
Dieser Werth wurde schon ın ($. 15.) gefunden. 
Die Methode lässt sich ebensowohl benutzen, wenn der Exponen! 


einer Facultät einen kleinen Bruch bedeutet. Ist z. B. der l.ogarıthme von 


8 . . . 
1:1 zu berechnen, so setze man in (6.) r=8, m=1W, n=1. Dies giebt 


9) Ik il — 8.158100 — Ig 101°" + 3lg2r + 9,01 18 9,01 — 31g 9,01 
01 U 
’ 12.901 360.901? 1260.901° 16850.901° 

Werden die angezeigten Glieder berechnet, so findet sich 
lg 1% — 16 — 20,6172911 + 0,3990899 + 8,6020703 .... — 0,4773623 

— 9,01 +0,0092489826 .... — 0,000003797 721 ....+ 0,000000013365 .... 

— (,00000000012348 .... 
Der Werth des Ayperbolischen Logarithmen der Reihe ist 
K = — 9,000754801867 .... 
Der Briggische Logarıthme ist 
K, = — 3,9089781. 
Durch Ausführung der angezeigten Rechnung erhält man 
1"! = N0,9975287 — 1 = 0,9943257 .... 

Die Rechnung ist. mit siebenstelligen Logarithmen gemacht. Die Ermittlung 
des Werths des hyperbolischen Logarithmen der begleitenden Reihe mach! 
viele Mühe, wenn grosse Zahlen, wie in (9.) vorkommen. Man kann sich diese 
Rechnungen erleichtern, wenn man nur in dem ersten und höchstens in dem 
zweiten Gliede die Division wirklich ausführt, die Werthe der spätern Glieder 
aber durch Logarithmen sucht. Dann werden selbst siebenstellige Logarithmen 
genügen, weil die Glieder der Reihe stark convergiren. Die Gleichungen (6. 


und 7.) würden vollkommen genügen, wenn (m(r-+1)+n) immer so angenom- 
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men werden könnte, dass sich die Zahl 10 oder ein Vielfaches von 10 ergäbe. 
Dies geht aber, wie leicht zu sehen, nicht an. Es ergiebt sich jedoch aus 
den Gleichungen (3. und 5.) noch ein anderes Mittel, stark convergirende 
Reihen abzuleiten. Die Glieder der Reihe in diesen Ausdrücken lassen sich 


nämlich nach dem binomischen Lehrsatze in Reihen entwickeln. Bezeichnen 


1 1 1 


wir der Reihe nach die Vorzahlen 13° 360’ Baur der Kürze wegen durch 


Ad), @y, Qy, Ay ...., so erhalten wir 


md __ A,d and” ad? m ad m’ ad’ mn 
ut a+rd)m+nd) —Ta+rd  (a+rd?m (atrd)’ m: (a-+rd)‘' m’ (a+rd )? m‘ ” 
m’d? a,d? u ad! n ad’ nn a,d® ,n 
— 9 arrdmand)? area "ran rer 
a,m’d® __ d® ad nn a,d® nm’ 
F a+rdym+nd): = arg | ara): m +: a “| ara mit 
a,m’d’ a,d’ : BA: a-d?® n? a,d' n.3 
— rd nd er Aa 


asm’d? — AA [2 a’d‘ n ] KA n? ] aa IR 
((afFrd)m+nd)’ (a+rd)? ° (a+rd)'" m ° (a+rd)'"'m? 8 (a+rd )\? m? 


Ordnet man diese Reihen nach den Potenzen von —, so erhält man sehr 
m 


stark convergirende Reihen und der Ausdruck (3.) geht in folgenden über: 


10) Ig - "or lgm — Ig(am+ nd)" — R(7) 











DE (ERLETRER u EETIRE _ 1, (RRETENE, 
md o mM md 2 Mm 
3 5 7 
+ rt ---) 
. = [ er [: a le + ....) 
en Br Bag +) 
6 10 
an = (er LIT a +4 ha L en +...) 
+ ar er — [5 3, nt [5 | Syn Fr —[5 ng + 6 


Aus (5.) erhält man unmittelbar, wenn ın (10.) —n statt n ge- 
setzt wird 
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Il) Isa a r lem — Ig(am —.nd)"* — R(—) 
+ era iu un Pau nd 1g at Ind ) 
+ (5, ) (— TER er ie en +...) 
a At + 
F = er 1%. gt Ba 3, ut a 


Diese Formeln sınd ganz allgemein. Sie lassen sich sogleich auf eine 


Facultät mit negativer Zunahme anwenden, wenn —d statt +. gesetzt wird. 


n | n| 


‚und Iga 


ie 


Die besondere Darstellung von !g a” 
in ($. 11. und 13.) der Zusammenhang zwischen den Facultäten mit gebro- 


ist nicht nöthig, da 


chenen Exponenten bei positiver und negativer Zunahme angegeben ist. Es 
genügen also die in (3. und 5.) gegebenen Ausdrücke, indem sich von ihnen 
ohne Schwierigkeit auf die übrigen der Facultäten übergehen lässt. 

Bei der Ausführung der in (10. und 11.) angezeigten Rechnungen sind 
die Glieder der zwei ersten Reihen durch hyperbolische oder Briggische Lo- 
garithmen unmittelbar anzugeben. Dies hat keine Schwierigkeit, denn man hal 
höchstens die Logarıthmen einer Facultät von neun Factoren darzustellen und 
zusammenzuzählen. Die begleitenden Reihen führen immer auf hyperboli- 
sche Logarıthmen und diese lassen sich sofort auf Briggische bringen, wenn 
man mit letztern rechnet. Setzt man r=9, d=1, a=]1l, so erhält man 


stark convergirende Reihen, deren Glieder Potenzen der Zahl 10 zu Nennern 


haben, und die also keiner weitern Rechnung bedürfen. So findet sich 


aus (10.): 
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© | 10m+n, 10m 10 10 
12) Is 1" =Igm’—Ig(m-+n)’" +31g27+ —- tn Hg m+n _10m-+n 




















m m n 
nz (7 10 er u. ar en ar + m m or ” ur oe 0 +...) 
m a Tan ae _ Mia. Te _ Den.) 

ee er in) 
a 
ar a Men _ len len Beten.) 
Te) 


Die Ermittlung der Werthe der begleitenden Reihen erfordert aller- 
dings viel Rechnung. Die Resultate sind aber auch sehr brauchbar. Es ist 
nämlich nöthig, die Zahlenwerthe von a,, a,, a3 .... in Decimalbrüchen dar- 
zustellen, sie mit ihren Vorzahlen zu multipliciren und dann mit den gehöri- 
gen Zeichen zusammenzuzählen. Die Berechnung der Zahlenwerthe von a,, 
Ay, @5, Ay, .... beruht auf den sogenannten Bernoullischen Zahlen, die in 
($. 19.) gefunden wurden und bekannt sind. Euler hat in seiner Differential- 
rechnung (2ter Thl. $. 132. Stes Cap.) die funfzehn ersten dieser Zahlen an- 
gegeben. Aothe hat die sechszehn folgenden berechnet ($. d. Journ. 20ter Bd. 
$. 11.). Da ihr Ausdruck in Decimalbrüchen nicht unwichtig sein dürfte, so 


theilen wır denselben hier mit: 


13) U= + = 0,16666 ... 
tn 
G= R — 0,0235095235095 ... 
6. 
d = = 003333 . 
E = —- = 0,07575 
3 = 5 = 0,253113553113 .. 


Ö — = 1,16666 .... 


b 


5 = 2 = 7,092156862745098039215686 
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= 7 = 54,971177944862155388471177944 ... 

K = EL — 529,124242424 . 

e = 2 — 6192,123188405797101449275362318840579... 
N RN — 86550,25311351648351645 .... 

N "IP — 1425517,16666 .... 


Man sieht, dass sämmtliche Brüche periodisch sind. Der Bruch 5 hat ein: 
Periode von 16, der Bruch & eine Periode von 22 Stellen. Kiler hat die 
Decimalbrüche (6tes Cap. d. Differential-Rechnung 2ter Thl. S. 144.) der acht 
ersten Vorzahlen mitgetheilt, hat aber nicht bemerkt, dass sie REN sind. 
Wenigstens ist die Periode des Bruches $ nicht von ihm angegeben. Die 
hiesigen Resultate stimmen mit denen von Kuler überein. 

Die Werthe der Zahlen, welche nun zur entwickelten Darstellung von 
(12.) nöthig sind, sind folgende: 


4) 3= +.:5 =008333 ... 
a = 3:37 = 00027777 ... 
= 3:56 = 0.000793650793650 
= 36:75 = 0,00059523809522380 . 
= 0:50 = 0.M0S41750841750 .... 
= 55: I = 000191752691752 . 
= 51 0006410256410256 ... 
= 5. 15 0.029550653594771241830 
= ne: 7 18 = 0,179644372368830573 ... 
er 30 | = — 1,3924322160590111642743221 . 


Die spätern Zahlen he init ui al . sie PN (12.) un ie ISte 
Decimalstelle nicht mehr Einfluss haben. 
Werden die vorstehenden Werthe nach (12.) eingeführt und zusam- 


mengezählt, so erhält man folgenden Ausdruck: 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd, XXXII. Heft 2. 19 
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“ Ei 915 m — Ig(m-Hn)?" + ne le en — !le ER lg 2m 

— #2; (2) 0,0083305634333628712 .... 
"-  0,0008325039273245763 .... 

+ - 0,0000831678408428730 ... 

- 7 0,0000083058284670102 .... 
+ 7 0,0000008292210120777 .... 

— 7 0,0000000827597352940 .... 

+ "; 0,0000000082571696073 .... 

— ; 0,0000000008235855311 .... 

+ 7 0,0000000000821209322 ... 

— 7 0,0000000000081859511 .... 

+ "5 0,0000000000008153628 ... 

(*) 0,0000000000000812682 .... 


+ (*) 0,00000000000000809398 .... 
— (7) 0,0000000000000008039 .... 


ee. hr a A DH A EN a 


oder auch 


16) 


n 1Om+n , 10m-+n 1lOm-+n 
ls 1”7| = 9lg m — IR a u Aa DE en sig > 


9,9916694365666371287 
— ,1,00083250392732457 .... 
+ 7; 0,0000831678408428730 .... 
— ”° 0,00000830582846701 .... 


u. 4 a... EZ ER N EL TB U u 


Diese Gleichungen geben die Logarithmen der Facultäten mit gebro- 


chenen Exponenten auf eine sehr bequeme Weise; besonders dann, wenn 


n 


ein kleiner Bruch ıst. Der Logarithme lässt leicht auf zwölf bis funfzehn 


Decimalstellen berechnen und es können zu der Rechnung sowohl hyper- 
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bolische als künstliche Logarithmen benutzt werden. Wir geben den Loga- 
rithmen der Facultät 1%! durch künstliche und durch natürliche Logarith- 
men. Aus der Gleichung (15.) erhalten wir 
17) Ig 1b = 91g 100 — Ig 101% + 11g 27 + 10,01 Ig 10.01 — Lg 10,01 
— 10,01 + 0,008330563433 .... 

— 0,000008325039 .... 

+ 0,0000000083167840 .... 

— 0,0000000000083058 .... 

+ 0,00000000000000829 .... 





Wendet man zunächst künstliche und zehnstellige Logarıthmen an, so ist die 
begleitende Reihe, welche A genannt werden soll, auf künstliche Logarithmen 
zu bringen. Es ist 
Io brigg. K — 0,434294481903 .... x — 10,0016777532974235 .... 
— — 4,3436734582 .... 


Werden nun die angezeigten Rechnungen ausgeführt, so erhält man 


91x 100 — 18,0000000000 — lg 101010 — — 23,5720158224 

!le 2r = 0,3990899341 1] 10,01 = — 05002170387 

10,01 1510,01 — 10,0143451157 — le brigg. K= — 4,3436734582 
28,4134350498 — 25,4159063193 


Demnach ist 
18) Ig. brigg. 1%! — — 0,0024712695 = 0,9975287305 — 1. 
Dieser Logarithme ist bis auf die neunte Decimalstelle richtig. Verlangt man 
ıhn auf eine grössere Zahl von Decimalstellen, so kann man sich der natürlı- 
chen Logarıthmen bedienen. Die ın (17.) angezeigten Rechnungen sind dann 
mit natürlichen Logarıthmen zu machen. Man erhält, wenn man sechszehn 
Decimalstellen nımmt, aus (17.): 
915 100 = 41,4465316735928223 
lg 2r = 0,9189385332046727 
‚10,01 1g 10,01 = 23,0588817792045634 
65,42435 19863020584 
— lg 101°"% = — 54,2765722442871397 





— 3lg 10,01 = — 1,1517922966635646 
ii —= — 10,0016777532974238 
— 65,4300422942481281. 

19* 
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Demnach ıst 


19) Ir. nat. 1! — — 0,00569030794606967 .... 
Bringt man diesen Werth auf künstliche Logarithmen, so findet sich 
20) Ig. brigg. 1"! = — 0,00247126934130826 .... 


— 0,99752873065869173 .... — 1. 
In diesem Ausdruck ist noch die sechszehnte Decimalstelle richtig; wie sich aus 
dem folgenden Paragraphen, No. 16., ergeben wird. 
Setzt man in (15.) —n statt + n, so erhält man, mit Rücksicht aul 
(11.), den Logarithmen einer Facultät mit negativen Exponenten, und es er- 
giebt sıch 


21) Igel 


al, lOm—n , 1Om—n Um-n 


u; Ilg u Si lo(m- n)"+31g2r+ m. re. m 


1Om—n n\ nen a 
-— + (”) 0,00533056343336287 .. 


m 
+. 0,00083250392732457 .... 
++ 0,0000831678408425730 ... 


+ — 0,00000830582846701 .... 


oder aueh 
| . | 1lOm—n , 1Om—n lOm—ı 
22) lel —_ Ylg m—Ig(m —n)""+31g27+ u re 8 — — 
— 9,99166943656663712 .... 


—-,1,00093250392732457 . j, 


7 0,0000831678405428730 .... 


+ + + 


7 0,00000830582846701 .... 


Die Glieder der Reihen (15. und 21.) convergiren, wie schon bemerkt, 


B—, n 
um so stärker, je kleiner der Bruch ist, und weniger stark, wenn dei 


Einheit nahe kommt. Jedoch geben sie in diesem Falle den Logarıthmen auf 


weniestens zwölf Decimalstellen richtig an; was meistens hinreicht. Man kann 


jedoch auch noch mehr Glieder der Reihe entwickeln und dann den Loga- 


rithmen auf eine beliebige Anzahl von Stellen genau finden. Dabei haben die 
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Reihen den Vortheil, dass sie die Summirung von nicht mehr als neun Loga- 


rıthmen erfordern, welches auch der Exponent seı. Selbst noch, wenn sıch 


" n . . . . » 
der Exponent > bis zu 3 erhebt, geben die Reihen den Logarithmen auf we- 


nigstens zwölf Decimalstellen richtig an. Die Ausdrücke (15. und 21.) haben 
ausserdem noch die Eigenschaft, dass sie sich gegenseitig ergänzen, etwa wie 


Sinus und Cosinus, und dadurch die Darstellung des Logarıthmen einer Facul- 


tät sehr leicht geben, wenn auch der Exponent = der Einheit nahe liegt. 


ne . en N RR | 
Für diesen Fall seı = die Ergänzung von _ zur Einheit, so das 
Nn+pP n pP. 
—__ > 1, also = —=1— m ist. Dann ıst 
n | v v r\ 
.. Zu - | p n 
1 m | nn 1 m ae 1 m (1 — — — m m |\ 
m m 


P| 
. . . 
Wird nun 1 ”! nach (21.) berechnet (was jetzt leicht geschehen kann, da 
» . n 
— en kleiner Bruch ist) und wird hievon 7) genommen, so Ist dadurch der 


n |! 


m l a " . . 2. . r . gr 
Werth von 1”! gefunden. Es ergiebt sich für die angedeutete Zurückfüh- 
rung folgende Gleichung: 

n | pN 
) 4 ei 
23) ll” =lgl »-! +lgn — le ın. 


i ui i n ah 
Eben so ist unter der nämlichen Voraussetzung, wenn - der Einheit nahe 


liegt, umgekehrt: 
—ıjl Pl; m 


Se -1+ 1 } p 
1 m | —] m | — 1»! (1+ —) —— or , 


also auch 
al Pi, 
24) lo 1 mi lg 1 + lg m — le pP. 


Oo 
Nach diesen Gleichungen lassen sıch Logarithmentafeln für Facultäten 


mit gebrochenen Exponenten, etwa von 1° bis 1", construiren. Dabei kom- 


n n | n n | 
a I-1 


. . \ » —] — — ] —'_] . . 
men die vier Grundformen 1”! , 1 =, 1”=:",1 =!” in Betracht. Es »e- 
nügt jedoch eine Tafel für die eine Grundform, weil aus ihr, wie gezeigt, die 
übrigen abgeleitet werden können. Die Hülfsgleichungen, welche dazu dienen 


sind, ausser den in (23. und 24.) angegebenen, nach ($. 13.) folgende: 


n | 


n 
- ——| . En 1} 
25) Iglm gm — le(m—n) —Igl |, 
| n | 


26) kl" —=Igm— le(m-+-n) — lg 1”! 


= 


- 
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Hat man Tafeln der künstlichen Logarıthmen auf eine hinlängliche An- 
zahl von Stellen, so kann man die Gleichungen (14. und 16.) auch dadurch noch 
bequemer zur Benutzung einrichten, dass man die Glieder der begleitenden Reihe 
mit der Zahl 0,43429481 .... multiplicirt und sie so auf künstliche Logarith- 
men bringt. Bei der Ausführung dieser Rechnungen sind die Gleichungen 


(16. und 22.) zu Grunde zu legen. Man erhält dann folgende Ausdrücke: 


n | | 10m 10 10: 
27) Ig. br. 1 ."—=9lgm— lg (m + nm)" — _—— lg —- — lg — TE +31g2r 
- 4,339326901302263773 .... 


— 0,434656033765051676 ... 
ı 


+ 7; 0,000036119334349867 ... 


n 
- 7.0,000003607175470860 .. 
+", 0,0000003601261098235 
" 0,0000000359420963619 .. 
+ ", 0,0000000035860431966 ... 
- =; 0,0000000003576786515 .. 
+ ".0.0000000000356646677 
". 0,0000000000035551133 .... 
+", 0,0000000000003541032 .... 
"; 0,00000000000003529843 .. 
Pr re 0,00000000000000351517 . 


”,.0,0000000000000003499 ... 
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n | 1 Om—n 


25) Ig.br. 1 ”""—=9 lg m — Ig(m —.n)’” + (10 — — —3)Ig — + 3lg?2r 
— 4,33932690130263773 .... 
Er _ 0,434656033765051676 .... 


+ ”; 0,000036119334349867 .... 


m} 


+ ", 0,000003607175470860 .... 


+ 2 0,0000003601261098235 .... 


S. 23. 


Eine andere Art, den Logarıthmen einer Facultät auszudrücken, ist fol- 
sende. Nimmt man den Taylor'schen Lehrsatz zu Hülfe, so lässt sich die 


: „‚„ernd . . ; i . ; 
Function RC) in (5. $. 21.) in eine Reihe entwickeln, welche nach den 


Potenzen von nd fortläuft. Es ıst nämlich 
I an," FE - 
hu O’Rt- 
l) R nd Ey Bi \ Bu + @ nd’ 
I EIER x 1.2.02" ‘ 1.2.3(9:)° 





Die Lösung der Aufgabe ist demnach darauf zurückgebracht, die Differentiale 
. T os . . . . ’e 
der Function R(7) zweckmässig darzustellen. Hiezu dient die Gleichung (9. 


$. 21.) selbst. Sie giebt 


RC) > ar 


7 -) — le cha, 


Hieraus geht hervor, dass die Darstellung der Differentiale der Function 





x a ut 3 Te 
R(7) von dem Exponenten k unabhängig ist; denn der Werth von R() 


bleibt für ein und dasselbe d und x unverändert, wie auch der Exponent /: 


sich ändern mag. Dies gestattet, den Exponenten so anzunehmen, dass sich 


die Differentiale von A(7) leicht finden lassen; und dies ist der Fall, wenn / 


unendlich gross angenommen wird, weil alsdann die Glieder in der Function 


x + kd . 
R(77) vom vierten an verschwinden, Setzt man daher «a statt k, so er- 





hält man 
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sc + od N C+ ad 
Ka) Ta Isle rad) — 7 — 2lgla+ad) 


— (gr+tlgsa+d) Hg +2d)+Igs(a+3d).... 


Bemerkt man nun, dass 

ma, (p—D) 
ap I, ’ : r—. nn ia 
d lo (a + rd) — ( (x N rd )r 


so ergeben sich aus (2.) die gesuchten Differentiale und es ıst 


np si 
sarL # a 1 1 | | 
OA 4% (vtrad) — \: ” Hd ” + 2d ” 2+3d 0) 
us a 1 4 
1.2(0x)° = rıa+ (2 +d)? + (2 -+2d)? ” (2 +3d)? Wir 
Ad 
a. u ı % 1 
1.2.3.(92)? 7 3\g8 + (2+d)? * (2-+2d)° = (2 +3d )° Tr...) 
n.s.w. Nun ist (S. 16ten Bd. d. Journ. S. 138. $. 127.) 
.. I ! 1 1 
” a 7 tat ur —. 
ee? u a 2a 23 a ituiirngeh 
= za trade rg ta et 
1 
=7 le(@+ad) + C. 
Ferner ist (S. 14ten Bd. d. Journ. $. 330. $. 78.) 
f I l > 1} EL. 
Pr ” (2-+d)P ” (2-+2d)P + (2 +3d)F 
l 1 pd a 2 


cu (p—Dar-!d Fort acer 4.3077 


Diese Gleichungen (3. und 4.) lassen sich auch aus (12. s. 19. und 
2 1 
> *) \ , in " } Y r > 7 2 . k ) u. tr ; 
2: 8. 3.) ableiten. Deutet man den Werth von (3., durch — (gurgp An, 


wo für r die Werthe von O bis ıns Unendliche zu setzen sind, so ergiebt sich 


aus (5. $. 21.) und aus den hier entwickelten Gleichungen: 


3) la" =— Und+!n’d’>, Same yo + 1n!dW 3, Eis 
3) 15 “ a 2 0 (z+rd)? 3 rd" 0 (z+rd)* 
Diese Gleichung löset die Aufgabe in aller Allgemeinheit auf. Der Ex- 


ponent kann eine ganze oder gebrochene, positive oder negative Zahl bedeu- 


ten. Eben so kann « positiv oder negatıv sein. Geht man auf den einfachsten 


Fall d=1 und @=]1 zurück, was um so mehr geschehen kann, da, wie ın 
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($. 11.) gezeigt, jede Facultät auf diese Form zurückgebracht werden kann, so 
erhält man 


N 7 n et „u 
6) kr!=—- Iin+5323 5373215172 er BF RR 


Diese Gleichung lässt sıch auch noch zweckmässiger umformen. Man 


Te, . I 1 
. . . In . un yE__ . Ir . N 

’ ’ Br x F} v . N = 
kann nämlich ın jeder Reihe welche 1,2, —ı 23 ausdrückt das erste 


Glied ausscheiden. Wird dann in (6.) x statt r gesetzt, so ergiebt sich 





2 3 4 5 


2 2 N n N 
7) Bl!"=-COon+5—-37+77-5+--.. 
1 ® 1 m 1 
< a 


+7 23-7235 t7 a2. 
Nun ıst bekanntlich 


n N A; 
3-53+7 - 5+-... =+n— kll+n); 
demnach ist aus (7.) 
5) kr"= —le(l+n)+(l—COn+ geht Er «1 4 
= u o 2-2 22 3.22% Er 


Diese Gleichung gilt, wie bemerkt, für jeden Werth von n. Sie eignel 
sich, wie leicht zu sehen, besonders zur Darstellung von Facultäten 
Exponenten Brüche sind. Man hat dann für die Werthe von C die Con- 


stante der harmonischen Reihen und die Summen der reciproken Potenzen- 
reihen zu setzen, Es ergiebt sich 


9) Ig Im! 


‚ deren 





MN 





+) + — 0,4227 8433 2509 8467 13 ... 


1 
+ 2.7,.0,6449 3406 6848 2264 . 


+3 2 "0,2020 5690 3159 5943. 


Br "0,0823 2323 3711 1382. 


Für einen negativen Exponenten ist 


3 mn n” il 1 n* l 
10) lgl A) 1-C C) + 5m 22 ats 2 73 +jmSı ze + .... 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII. Heft 2. 20 
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1) Isle" —=1-— lg") — "- 0,4227 8433 1509 8467 
n? 


+ 5,; 0,6449 3406 6848 2264 


n? 


+ 3; 0,2020 5690 3159 5943 


n* 


+4: 0,0823 2323 3711 1382 


’ ; i " R N u 
Die hier entwickelten Formeln lassen sich gut benutzen, wenn m en 


eu | n 
sehr kleiner Bruch ist, weil dann die Potenzen von en schnell convergiren. 


n 


Ist -, ein Bruch, der sich 3 nähert, so sind viele Rechnungen nöthig, um 


n | 


nl . ’ » . 
den Werth von 1”! auf mehrere Decimalstellen genau zu finden. In diesem 


Falle sind die Ausdrücke des vorigen Paragraph vorzuziehen. 
n | 


Bei der Darstellung der Werthe von Ig ml und Ig 1 = sind, wie 
bemerkt, die Werthe der Summen der reciproken Potenzenreihen nöthig. Fu- 
/er hat diese Summen (?ter Thl. d. Differenz. Rechnung 6tes Cap. $. 151.) 
bis zur sechszehnten Potenz und bis auf sechszehn Decimalstellen berechnet. 
Legendre hat sie (Exercices d. calc. integr. T. II. Pg. 65.) bis zur 35sten Po- 
tenz und ebenfalls bis auf sechzehn Decimalstellen berechnet, weil er fand, 
dass einige von Euler angegebene Summen nicht richtig sind. Die Unterschiede 
ın den von Beiden mitgetheilten Resultaten kommen bei den Summenausdrücken 
der Sten, 7ten, Ilten und 13ten Potenz vor. Um mich von der Zuverlässigkeit 


der von den beiden Schriftstellern mitgetheilten Resultate zu überzeugen und 


Zac i m l 
die richtigere Angabe zu finden, habe ich den Werth der Reihe 8 = nach der 


(im 14ten Bd. d. Journ. No. 23. S. 330. $. 78.) angegebenen Methode berechnet 
und folgendes Resultat gefunden: 


x" 1 — 1,0369 2775 5143 3699 26 .... 


T 


Dieses Resultat ıst bis zur achtzehnten Stelle richtig und stimmt mit dem von 


Legendre. Letzterer giebt 


| 
N, = = 1,0369 2775 5143 3700. 


r 


Euler hat 
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3° = 1,0369 2775 5106 5632; 
was allerdings von dem obigen sehr verschieden ist. Die Unterschiede der 
Summenausdrücke der l1ten und 13ten Potenzen in den von Euler und Le- 
gendre angegebenen Resultaten sind unbedeutend und scheinen von Druckfeh- 
lern herzurühren. Da es nöthig ist, die Werthe der genannten Summmenaus- 
drücke zu kennen, so sollen dieselben hieher gesetzt werden. Der Kürze wegen 


bezeichnen wir sie durch S,, S,, S,.... Es ıst 


C = 0,5772 1566 4901 5328 606 ... 
S, — 0,6449 3406 6848 2264 
S, = 0,2020 5690 3159 5943 
S, — 0,0823 2323 3711 1382 
Ss, = 0,0369 2775 5143 3699 
S; = 0,0173 4306 1984 4491 
S- = 0,0083 4927 7381 0227 
S, = 0,0040 7735 6197 9443 
S, = 0,0020 0839 2826 0822 
S. = 0,0009 9457 5127 8180 
$,., = 0,0004 9418 8604 1194 
S,, = 0,0002 4608 6553 3080 
S,, = 0,0001 2271 3347 5785 
S,, = 0,0000 6124 8135 0587 
S,; = 0,0000 3058 8236 3070 
S,; = 0,0000 1528 2259 4086 
S,; = 0,0000 0763 7197 6379 
S, = 0,0000 0381 7293 2650 
S,. = 0,0000 0190 8212 7166 
S,, = 0,0000 0095 3962 0339 
S,, = 0,0000 0047 6932 9868 
S, = 0,0000 0023 8450 5027 
S,, = 0,0000 0011 9219 9260 
S,, = 0,0000 0005 9608 1891 
S,, = 0,0000 0002 9803 5035 
S,, = 0,0000 0001 4901 5548 
S,. = 0,0000 0000 7450 7118 
$, = 0,0000 0000 3725 3340 





20* 


EEE 
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$. = 0,0000 0000 1862 6597 
S,, = 0,0000 0000 0931 3274 
S,, = 0,0000 0000 0465 6629 
S., = 0,0000 0000 0232 8312 
$,, = 0,0000 0000 0116 4155 
S,, = 0,0000 0000 0058 2077 
S,, = 0,0000 0000 0029 1038. 


Diese Werthe können für die Rechnung noch zweckmässiger darge- 
stellt werden, wenn man die Division mit den den Gliedern zugehörigen Nen- 
3 35 0 +... ausführt. Dies giebt 

;S, — 0,3224 6703 3424 1132 
;S, —= 0,0073 5230 1053 1981 
:S, = 0,0205 S0S0 8427 7845 
:S. = 0,0073 8555 1028 6739 
:S. —= 0,0028 9051 0330 7415 
"8. = 0,0011 9275 3911 7032 
;S, = 0,0005 0966 9524 7430 
Ss, = 0,0002 2315 4758 4535 
8. = 0,0000 9945 7512 7818 
S,, — 0.0000 4492 6236 7381 
18, = 0,0000 2050 7212 7756 
58. = 0,0000 0943 9488 2752 
1S,, = 0.0000 0437 4866 7899 
S,, = 0,0000 0203 9215 7538 
;S., = 0,0000 0095 5141 2130 
,S., = 0,0000 0044 9246 9198 
1S., = 0,0000 0021 2071 8480 
1S,, = 0,0000 0010 0432 2482 
+ S,, = 0,0000 0004 7698 1016 9 
1S,, = 0,0000 0002 2711 0946 
5S,. = 0.0000 0001 0838 6592 1 
5S,, = 0,0000 0000 5183 4750 4 
1S,, — 0,0000 0000 2483 6745 4 
;;8,, = 0,0000 0000 1192 1401 4 
358, = 0,0000 0000 0573 1367 2 
1S,. = 0,0000 0000 0275 9522 


nern 
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5S,, = 0,0000 0000 0133 0476 4 
5S,, = 0,0000 0000 0064 2296 4 
1,S,, = 0,0000 0000 0031 0442 
von — 0,0000 0000 0015 0213 
S,, = 0,0000 0000 0007 2759 7 
5S,, = 0,0000 0000 0003 5277 4 
15, = 0,0000 0000 0001 7199 
3S,, = 0,0000 0000 0000 83154. 
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Führt man nun diese Werthe in (9. und 11.) ein, so ergiebt sich: 


12) im = —1g"4" + 0,4227 8433 3509 8467 .... 


N 
y. 


> 0,3224 6703 3424 1132 





3,88 





0,0673 5230 1053 1981 


- 


®, 3] 3, 2% S| Ss 


0,0205 8080 8427 7845 


- 


0,0073 8555 1028 6739 8 


0,0028 9051 0330 7415 


+ 


0,0011 9275 3911 7032 


ET 


3) keU='=-k (>). — 7 0,4227 8433 5098 4671 


+ - 0,3224 6703 3424 1132 


3 


+ — 0,0673 5230 3053 1981 


n* 


+ „7 0,0205 8080 8427 7845 








Diese Ausdrücke gelten für natürliche Logarıthmen. Man kann sie in 
andere für Briggische Logarithmen umformen, wenn man sämmtliche Glie- 


der mit dem Modul 0,4342 9448 1 ..... multiplicirt. Dies giebt 
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14) Ig. br. Im! = — Ig. br. —- 
| -—ı m—Nn 
15) ie. br. lrı =— lg 22 


—+ 


= — 0,1836 1290 3768 40 


0,1400 4565 3211 8 
0,0292 5073 2691 7 


0,0089 3813 1534 


Eu - 


0,0032 0750 4058 


>2) u 


0,0012 5533 2686 


Is, 8] S|» 3|3 SS, Ss, 


[) | 


0.0005 1800 6442 


S| 


— 0,0002 2134 6662 
"0,0000 9691 4850 
"0,0000 4319 3849 
"7; 0,0000 1951 1217 


0.0000 0890 6169 


n! 


. = 0,0000 0409 9517 


+ 


"" 0,0000 0189 9980 


mM 


n'? 


5 0,0000 0088 5620 


— — 0,1836 1290 3768 40 


ee — 0,1400 4565 3211 8 


+ — 0,0292 5073 2691 7 


+ — 0,0089 3813 1534 


Sucht man nun nach den obigen Formeln den natürlichen Logarıthmen 


von 1%, so ergiebt sich aus (12.): 





rn arena 
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— lg 1,01 = — 0,0099 5033 0553 1680 82 .... 
Für den Werth der begleitenden Reihe erhält man 
K = 0,0042 6002 2907 0984 3 .... 
Dies giebt 
16) Ig.nat. 11 = — 0,0056 9030 7946 0696 5 .... 

Aus dem hier und im vorigen Paragraph gefundenen Werthe von Ig 11%" 
ergiebt sich, dass der Logarithme bis zur sechszehnten Decimalstelle richtig ist. 

Benutzt man die Formeln (14. und 15.), welche für gemeine Logarith- 
men gelten, so zeigt sich, dass die Werthe der Logarithmen bis zur neunten 
Decimalstelle richtig sich finden lassen. Man erhält aus (14.) 

17)  Ig brigg. 1"! = — 0,0024 7126 94. 


Dieser Werth ist bis zur neunten Decimalstelle richtig. 


$. 24. 

Zu den bisher gegebenen Methoden, den Logarithmen einer Facultät zu 
berechnen, theilen wir noch folgende mit. 

Wird ın (3. $. 21.) =1, d=]1 gesetzt, so ergiebt sich, mit Rücksicht 
auf (5. und 14. $. 21.): 

) Br"=(n+1l) Ilgn+1)) — n—1— 3lg(n+1) + 31g2r 

1 1 1 
+ Dm+T) — 360 +: Ft TOR 

Bezeichnen wir nun die Reihe rechts durch $ und die Vorzahlen ihrer 

Glieder, wie früher, durch a,, @a,, a3 ..... und benutzen das Binomium 
| 1 1 a a” a? 

2) Gm In], yı + Im) ap — Im an + 
zur Entwicklung der Nenner in S, so lässt sich einerseits =n und a=1, 
und dann @=1 und n=a setzen. Im ersten Fall entsteht eine Reihe, deren 








Glieder nach den fallenden Potenzen von rz, im andern eine Reihe, deren 


Glieder nach den steigenden Potenzen geordnet sınd. Demnach ist 


u a a a “ = ei 
See er 
+ Bin -Bha + BI Bit 


a „. 4 a 
+ tn... 


ae — + “eo... 
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Bezeichnet man die Vorzahl des lten Gliedes dieser Reihe durch R 


so ist die Form dieses Gliedes folgende Reihe: 
4) Ben" = (Ya — Bl + [5] — [7]a; ...)n”. 


Die eingeklammerte Reihe bricht ab, wenn r—s negativ werden sollte. Dem- 


r) 


nach ergiebt sich folgender entwickelte Ausdruck: 
5) Ist" =(n+3)Ig(n+ N) —(n+1)+!g2r 
+a,n”" — a,n”+(a, —a,)n”— (a, — [3], a) n”® 
+ (3, —[3],a,+ a,)n” 
— (a, — [3], a;+[5]ı @;) a” 
+(a,— B\,a+l5]),a,— a;)n” 


"’ÄAtee. Se a TE Br 


In dieser Gestalt ist die Gleichung nicht brauchbar. Man kann sie aber 
umändern, wenn man die Werthe für a,, a, a3 ...., die in (14. $. 22.) an- 
gegeben sind, einführt. Dann ergeben sich für die Vorzahlen der Glieder der 


begleitenden Reihe folgende Werthe: 


) B= 5 =00833 .... 
B= z =008333 .... 
B= 5 = 0,0805 55 .... 
3 _nann 
2, = - = 0,075 .... 
B, = 5, = 0,0674 6031 7460 31 .... 
B; = 5 = 0,0595 2380 9523 80 .... 
89 m 0 ui 
B; = er = 0,0529 7619 0476 1904 .... 
B, = 5; = 0,0486 111 .... 
269 
B, = 9,0 = 0,0452 8619 5286 19 .... 
Bo= 5; = 0,0409 0909 © .... 
12959 - 
B2a= 3, = 0,0352 5641 0256 4102 .... 
B»= 55 = 0,0393 7728 9377 2893 .... 


u.s. w. Aus (5.) ergiebt sich 
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m n| 3 1 \ 1 ‘ 
) Is 1" = (n+3) Igtl+n) — (n+1) + 51g 2r 
1 1 20 3 17 > 
+ j9n — Ian? + 360m: 7 Ion ta Tr 
Diese Reihe eignet sich besonders zur Berechnung der Werthe der Fa- 
cultäten von grosser Factorenzahl. Sie wird dieselben um so genauer geben, je 
grösser zı Ist. Entwickelt man die Glieder von $S in No. 1., indem man in (2.) 


=], a=n setzt, so erhält man 
5) S= a—- an+ an? — an’ + an! — RE 
— m + 3a,n — Bay? + Bhla;n® -— Ban’ + B),o;n® — .. 
+ a, — da,n + [5], a,n” — ie a,n® + [],a,n’! — D],a,n?® +... 
— a, + Ta,n — [7).a; n? + [7),a;n® — [7],a;n! + [8),a;n’ — . 


Ordnet man nun den Ausdruck (8.) nach den steigenden Potenzen von z und 
bezeichnet der Kürze wegen die Vorzahlen der Reihe durch D,, D,, D, .. 
so ergiebt sich folgendes Gesetz für das (r+1)te Glied: 


9) DD" = (-)Y (a, —- [Bla + PB — [7 ].a; + [9], — ....). 

Die Glieder dieser Reihe laufen ıns Unendliche fort. Man kann jetzt 
die Werthe von @,, @,, &y .... auf die Bernoullischen Zahlen bringen. Es 
geschieht durch folgende Bestimmungen nach (13. und 14. $. 22.): 

A B 6 D 


dad, — 1.2: ud ET d, u 6’ ng 


wo nach Eiwlers Vorgang A, ®, 6, D,.... der Reihe nach die Bernoullischen 
Zahlen bezeichnen. Benutzt man jetzt die Gleichung (9.), so ergeben sich 
folgende Ausdrücke: 





10). = 18-sat+tss-7s+0n- 
D=-B-i+7- .- u 10 — or) 
DE AS FE -UdHrE —..) 
DW, UWE, 
= iu Harlie-M ße. 
A ee, 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXAIIL. Heft 2, 21 
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Die in Klammern eingeschlossenen Reihen lassen sich summiren, wenn 
die von Euler (Dilfer.- Rechn. 1. Thl. 5. 158. und S. 151., 152.) gegebenen 


Ausdrücke benutzt werden. Es findet sich 





il) DD = 1-3lg2r = 1-—3leg 2r 
Din =— (05772156 .. —1+!)n =— n.0,5772156..+n — in 
2 2 2 
Dn:= 0,6449 340... 14) =+ 5 0,6449340...— 5 +}. 5 
3 3 3 
Dr? = — 1(0,2020 5690... — +1’ =— 5.0,20205690...4+55+3., 
‚4 i x 
Dun’ =+ 1(0,0623 2323... IH =4+ 70083323 +37 +)7 
D,n’ =— 10,0369 2775... — 1+Dn°’=— %.0,0369277 „+ 72—1. 


Diesen Erörterungen zu Folge stellt sich die Gleichung (1.) unter fol- 
gender Form dar: 
12) Is1""=(n+N)Ig(an +1) —n—1—;le(n +1) +3lg 27 
+ D, + D,n+ D;,n® + D;n’ + Din’ + .... 
Sollen die Werthe für die Glieder der begleitenden Reihe aus (11. in 


12.) eingeführt werden, so sind die zwei Reihen rechts des Gleichheitszeichens 


in (11.) zu beachten. Sie lassen sich auf folgende Weise kürzer darstellen. 


Es ıst 
3 3 
13) im)  =-iIntga-g3t21-23+-- 
n” n? n‘ n? 
— (n+l)le(n+ND=— n + u er Eee ah 
j n” n* n? 
ut. TE Tore er 
n? n? n‘ n? 


ante aut in 
folglich ist auch 


n? n? n* n’ 


14) —(n+1)ls(a+1)+2n=n — > Bat a A wi Pi 


\WVerden nun die Werthe aus (11., 13. und 14. in 12.) eingeführt, so er- 


giebt sich 
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15) ll" =—le(n+1)+ (1-—0,5772 1566 ....)n 
+ 102 .0,6449 3406 .... 
n? 


-— 3.:0,2020 5690 .... 


+ 7: 0,0823 2323 ... 


Diese Reihe fällt mit der ın ($. 23. 8.) zusammen, weswegen dorthin ver- 


wiesen wird. 


$. 25. 


Wir machen noch eine andere Anwendung von den (in $. 20.) 
fundenen Gleichungen auf die Darstellung der Logarıthmen von Facultäten: 

Im 1l4ten Bd. d, Journ. (No. 18. S. 262. $. 72.) ist gezeigt, dass für 
jede Reihe, deren Glieder abwechselnde Zeichen haben, folgende Gleichung 


gilt, wenn n eine gerade Zahl ıst: 
) %-XNtrh—-ÄA,. \,= N, Hrsg. 
Ist » ungerade, so ist 
2) %—- A, tr A— $;....— A=— IX, u re X, 
In ($. 20.) ist gezeigt worden, wie die Functionen IX, ;,, ZA, entwickelt 
werden. Führt man die angezeigten Operationen aus, so erhält man 


ar|2d d d? d’ 








3) I area zn) and) — EILlerDndy rt Tb end) 
| d Pr. d” “r d? er. 174’ 
Fern. ren det en 
pn 24 d d® d’ 
| (x 2 BE. SE in: rare 
4) lg (2+d)" 24 — —ale(a+ 2nd)— 4(2+2nd) + 8.3.(2-+2nd)° 4.3.(2-+2nd )? BZ 
+1] d d? d’ 17d’ 
IE Dad en - 


Brettern 
Wir setzen auch hier, wie in ($. 21.), statt der beiden ins Unendliche 
fortlaufenden Reihen einfachere und ähnliche Zeichen und drücken die Glei- 
chungen auf folgende Weise aus: 


>) lg (2 .d yr-124 


m 2 + 2nd 4 
6) le = - 007) + s) 
9] 


zri2d 4 





Oo (2 + d )"!?4 
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Geht man nun wieder auf einfachere Fälle über und setzt J=1, x =1, 


so ergiebt sich aus (3. und 4.) 











a 
) kam aken ld) Hd Hans Fir 
ax tan. 4 17 
zus mi 2 
| Ini2 1 1 
0 — — 11of: —— ——— _— 
5) mm len Hl) — nn + An Dat 


Br un 
"tr ao tıBR = 


Es handelt sich jetzt wieder um die Werthbestimmung der Function 
51). Aus (29, $. 13,) erhält man für ein Lie are n: 


12 / 
9) m = 2)- 


Wird ın (7.) n gleichfalls unendlich - gross gesetzt, so findet sıch 


1712 
10) 3m = :lg(2n +1) + SC). 


Nımmt man von 9 den Logarithmen, so erhält man aus (9. und 10.): 
82 +3en — 3er =!ls(2n +1) + Sl). 
Da nun beı unendlich-grossem r der Ausdruck 3lg(2r +1) in 31g 2r über- 


geht, so ergiebt sich 
2 


Der nämliche Werth lässt sich auch aus (8.) ableiten. Es ist 


1ri2 Be 1 1 1 
s Win: ERBEN 1 nv > az EEE FRENCH - 
12) kom :e@n +) +3 + IOn+1) 21@n+1 F 3021): 
[r!2 2 1 1 t 
E or ——— — _ 11o(9r Lin — — — er u © ee ı 
13) lo In :lg(2r+1)-+3le 5: I@n+) * M@n+D° an t 


Diese Gleichungen lassen sich leicht zu weitern Ableitungen benutzen. 
Es ıst z. B. bekannilich 
ns (nt) _ 2n(2n—1)... ‚3.2.1 


1.2.8. —- 1133..2.22.3.» 
= 1.3. Du „(2n—1). 2.4. man 
2 2.23. 23.32.34 
112,2» 





en 
 — 


1 
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Wird hier Zähler und Nenner mit 2” multiplicirt, so ergiebt sich 


2n(2n—1...(n+1) __ 1""?,2”.2” 











14) [2.n mm 
Verbindet man (13.) mit (14.), so folgt 
(Any Pa 


15) er > le 5% + 2n Ig 2 


2 1 1 1 
u" ou jr 1 — Zi — 
= 2n1g2— 3le(2n +1) +3lg 7 dOn+) AO net 








und da bekanntlich 
(2n), =1l+n.n+ (n)(n) + (n)(n) + (n)(n),+....+1 
ist, so hat man ferner 


16) Isil+n?+ (n)(n); + (n)(n), + (n)(n), +... +1 
| 1 1 ) 
Zu; (Zr +3) lg2—:1g @n+1)—Igr— 4(2n+-1) r 24(2n-+1)° — 2002n+1) 


(Die Fortsetzung folgt.) 
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N 


Einiges über die Berechnung der reellen 
Wurzeln numerischer Gleichungen mittelst 
ohne Ende fortlaufender Reihen. 


(Yon dem Herrn Dr. Waltinowskyy in Triest.) 


» r 2 u; U . 
,s see =emytaytayt...=u(y) und - nn =Q (y), so ısl 
nach der bekannten Umkehrungsiormel: 
ya O)a + !D (0) ve? + !9,(0) ; + + B. «D (0) ern . 
dee Ya had Fi Be Be 1) x mer ZU 
dIyGa) +] 
wo DB .(d) = Er für z=0 ıst. 
It ,=B.-ı, 0 =1 und a, a; .... Qu, Am... =0, so wird 
l 
nn > . Pr __ DORRHEGER, IUR R 
A = b„-ıyt) =UY, ) und y(y)= B, ty” =. E 
| Ä | 
Da ye@) = 435 also y(z)*" = (B,_,+:2"")""+" ist, so findet sich 


(r+1) —(r+3) 


(7) -(r+?2) * +1) 
FE ERR. > „m—] » > 2(m- 
4 \“), .— Ba + Bi . £ + 2 ap .S . ou + e 


—-(r+l)\ —(-+>4H1) 
+ p JB zeudr.. 
—(r+1)\ —(r+>+1) 
7 / ‘ ‘ B 
und 9 ()=1.2.3....(r—1)r\ p JB. ‚ww r= p(m—1) sein muss. 


Auf diese Weise wird 


1 a7; yE 1 ( (2m- My v 2(m—-l)+1 
(1) ) _ B._. x+ m B. + .j> 2(m—1)+1 2 Ba +... 
1 Dr p(m— +1 
ni p(m—l)-+1 j pP Bert =»... 


Um zu untersuchen, in welchen Fällen diese Reihe convergirt, nehmen 


| OH 1. ’ | 
wir den Quotienten 77 bei unendlichem Wachsen von p, wo also U, das 


pP 


pte und Ü,,, das p-+lte Glied dieser Reihe bedeutet. Es findet sich: 
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((p—-—Dm—D+1).(pr(m—-D+D(pm—-D+2).... 
Dr __ (p(m—1)+p)(plm— 1) + p)a”1 
U (pm) +1). P-Dm—D-+V)p-Dim-D+2)...(p-D)m-D+p-).p. Br 


I 
DH __ (pr m—V)+D cp m—D+2)... .(pl@m—D+p—1) .m.x"-' 


lim. — 
ım , (plm--M)—m+2) (p(m— D)—m+3)... (p(m—1)—m-+p)Br_, 


ui Cplm—-D—m+p+1) (p(m—D—m+p+2)..(plm—D+p—1).mar”-' 
er (pfm—1)—m+2) (plm—l)—m+3) ..p(m—1l).Bi_, 


(pm—(m—1)) (pm—(m—2)).. „(pm- —| ).m. al 


 (ptm—1)—(m—2)) ln Dre. u ‚p(m—]). Be 











U,+1 mm an-1 mm an 
Im. — = — Mic en a welches über die Con- 
U, (m — 1)! B> 5 (m Ir De,’ 


vergenz den nöthigen Aufschluss giebt. 
Schreibt man in (1) — B,, statt x, wodurch also Y„+B,-y+B.=V 


wird, so ergiebt sich 





D. BD: re +1 
(2) y= — + (— n"#7 en + (NH m. Zar 7; 

u m+1 B I n—1 

ont jo. ı | (p(m— MH) (p(m—D)-+2)... .(pom—D+p)Br +1 

a > p(m—l)+L' 1.2...pBaT"! ie 
m te u . . .* si . . ° R 
wo (—]) Gm B" auf die bekannte Weise über die Tauglichkeit die- 
I m— 1 


ser Reihe zur ee von y entscheidet. 
Es seı z.B. y’+4y+2=(0, so erhält man: 
95 9 13 
ei 
TOT +5 gi u u En 
Nimmt man nur die drei ersten Glieder, so wird y=®,492 797 $; welches noch 
in der vierten Decimalstelle richtig ist. 
y 1 : ‚2 3 u cn a8 
Es sanın =ay+@Yy’+ayY +... +a,y" =r(y), erh —=oy(y), 
1 


also y(z) ME Put 





(+1) (+) -(r+1) 
A)" = rat te N EAH+A ct. + As Hu, 
so wird 
= Sn u. 1 -+D 
(4) Y — A, + 3A, x + ı A,’ h.2.cr +1 A,yı zt! iR 


wo, wie bekannt, 
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| l 
4, Sa ) 
a, 
1 we 75 
- :_ — 39 
2 2 a; 
l 2.0 a 
/ wor 5 3 
3 Tr a, 
er I, z—)._- h 6 a TE 
{ a; a, a; 
l 1 a; d2dz Ad; r a; di. 
> f — 14 „— 21.- 8 6.—- 3. 
1 > az a)A; aja; as, a,d 
fr —, ‘ fr - 2us5 - d: .d a 
= "A = 42. Hr HM. — 383.728: HI. +7. 
ist. Nun ist für r > m: 
n n n 
(n—(r—2))a, A,_ı+(2n—(r—3))Az / 1,-2+3n—(r—4))a, 7 RFRENERN 
in | m +(m-1n—r—m))an Ant 
® (r—1)a, 
also 
—n => 
(n+r—2)a,d--ı + (2n+r—3)a; 2 fe (dn+r —4)a, A,_ 
r u ze ee HM Dr+r—m)an A en» 
(r—1)a, 
daheı 
(a) P ME 2a, A 1.1430; A._2+44, Ar + .. Hm Am Army 


a, 


Da (a +; 2 +24... an2) Pr (a ms + a2... .+ a2”) 


— (+9: +92’ +...+a, u 
—(r+1) —(r+l) —(r+1) 

ve 4 2 n— 
(A, + A,2 + z_ EZ + 4: 4 1 .0.% Me * (a, — d52 —+- 432 — A2ZEZzE + Un z ') 


! 


— Be‘ + _ 442 4 .. + 4.27" + .... ıst, so findet sich 


—-(r+1) —-(r+]) —(r+3) —(r+1) —(r+]) —(r+1) Bu 
(, >) ur n l + do A, 1 + dA, A. „ta, Aa + .r'r. u A,_.2+ Gun Mei == .A, ri 


Schreibt man ın (a) r+1 statt r, so ergıiebt sıch 
OR) (0) -(r+1) (+1) 





—(r+1 
(") 2 Pe 2a, Ar+ 34; A,—ı+4a, A,_2+... ‚Mm. An , A,_m+2 
Ay — Be Er 
a, 
also vermöge (y) und (2): 
-(r+l) -(r+l) -(r+l) -(r+1) —-(r+l) 


A,+1 5; 2a, A. 43. a3 A, +4a, A,n.+ ... ‚rm. Am Ar-m+2 


— ( —(r+1) —(r+1) —(r+1) —( +) \ 
a,\a, A,+4; A,-ı +4; A,-2 +... + Am 2.3 


4 
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y Bw eh up 
Ir-3 Ar—m+2 
—(r41) 2a,+3a; - mt 4a, — ® + 5a, - tem. an 

( 1) Arzı Guie A, y Ar Bu Ze  / A. 2, 
) wi a De Pi zer "7" "Tree 

. Ar] v3 Armtı 

a, dA, + 145) +1) + Az (+1) 4 dy -(r+1) Tr... p On (+) :) 
Ar A, A- 


W; ' 


Die allgemeine Form der einzelnen Glieder von 
(+92 +92” +...+ a,2”)r) ist: 


—(r+1) Pı Pa P: . ; En 
$)(p: ) (? ‘) ( ').. J "ya, -Otptl)a,PıPaa, P: -P; ... ale von N zPıtp,t P3 tPpm-1 
I mL 


wo Pı> Pa» Par ++++ Pm-ı ganze, positive, an die Bedingung p, <p, ps < pP, 
“22: Pm-2 — Pm-3» Pn-1< Pm-2 gebundene Zahlen vorstellen, und jene der Glie- 
der, welche z mit dem Exponenten s haben, eben dieselben, unter der Bedin- 
gung jedoch, dass noch überdies p, Zs und , + + Ps +... + Pan = 5 
sein müsse, 

Nun sei @, negativ und sämmtliche Grössen a,,a,,.... a, seien positiv, so 
werden die den Coefficienten von 2° in (4, +0, 2-+....+ a,, 2”"')-*+D bildenden 
Bestandtheile sämmtlich dasselbe Zeichen erhalten; und zwar wird das Zeichen 
positiv sein, wenn r+1 gerade, und negativ, wenn r+1 ungerade ist; woraus 


—(r+1) 
A, . ® . 

auch folgt, dass bei dieser Annahme HE immer negativ sein muss. Aus 
A, 

eben diesem Grunde erhalten die Brüche 

40 u m ar 

r—1 r—2 r-n+1 . z . Eu ” 

a Im + and sämmtlich das Zeichen + und an: oder der Aus 

A, A- A, A, 

druck innerhalb der Klammern ım Nenner von (d), ist negativ. 

—(r+1) 


Die durch A, und A, vorgestellten Grössen weichen, wie man aus der 
allgemeinen Form der sie bildenden Bestandtheile sieht, nur insofern von 
einander ab, als in ersterer — (r-+1) an die Stelle von — r in letzterer zu 


stehen kommt. Der Unterschied dieser Bestandtheile liegt also nur in den 
(+1) 


—(r+l) —-r —r 
Factoren p, Jam), welche in A, und >) a—C+»), welche in A. 
2 er 
vorkommen. Dividirt man 7) a-e+P) durch (p )a,- +P,+B, so findet 
. r . ° rn . 
sich reihe welches mit p, verschiedene Werthe annımmt. Ist s=r, so 
1 


—1 " 
kann p, nie grösser als r— 1 und nie kleiner als — werden. Es fällt also 





Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIH. Heft 2. 22 








168 8. Waltinowsky, zur numerischen Auflösung der Gleichungen. 


u 2 


. . e . 
bei dem unendlichen Wachsen von r, ante oder der Ausdruck innerhalb der 
i 
r . : \ & a, m—1 
Klammern ım Nenner von (6), zwischen die Werthe 5} und ——.. Aber 
Ei em —(r+1) 
—) A u B . D 
a + tan t.. + ann ist negativ: also muss die aus po- 
A, A, A. 
a. Br ie Zr 
BT ° ! “ r—1 Ar—2 r—3 
Ss] _— re _Z 
tiven Gliedern bestehende Grösse «a, m taz traut 
A pi 4, 
-(r+1) 
A,-m+ı — (ı . . 
+. <z mithin um so mehr noch 
d, 
—(r+1) —(r+1) —(r+1) 
Arzı B 4, A.-ı .. 4, _ A,_m$2 _ ih 
-+V) 2a, +) 4. 2.An-ı 
Ar r r 


sein. Dies Alles gehörig berücksichtigt, findet sich leicht, dass 


—(r+l) 





< (da,— 3a, a,az' — 4a, a,az' — da, a,a7" — .... — ma, a„,a,.,)a" (5), 


—r 


A, 


2ma, 


aber > rn y- sein müsse, insofern vorausgesetzt wird, dass m>2 sei, 
ı 
1 -c# 
r+1 Aa 


2 4% 


r 


fällt also, wenn a, 





Der numerische Werth des Quotienten 


negativ ist, @,, @, .... @m aber positiv sind und r unendlich wächst, zwischen 
(da, — 3a,a,05' — da,a,a5!" — 5m,a,a7'" — .... — M.Qa,a„d,1)a, x und 
2ma, . j . : 
ma? Ist also erstere Grösse kleiner als 1, so convergirt die Reihe (4.) 
2ma, 
(m —1)aı 
Aber es giebt keinen ungünstigeren Fall für die Convergenz der Reihe 


(4.) bei denselben numerischen Werthen von a,, @, Q3,.... @„ und x, wenn 
—(r+1) 
man von dem Zeichen von Art % abstrabirt, als der eben vorausgesetzte. 


—r 


A 
Denn in diesem Falle bekommen alle, die Grösse A, zusammensetzenden Gilie- 


sıeher, und ist x >], so divergirt sie gewiss. 





der dasselbe Zeichen und geben ihr daher den grössten numerischen Werth, 


dessen sie bei speciellen Annahmen für die Zeichen von a,, @,,.... a„ über- 
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haupt fähig ist. Convergirt also die Reihe (4.), wenn a, negativ und a, ..... a, 
PER 

positiv sind, ohne Rücksicht auf das Zeichen von —H.x, so convergirt sie 
A, 





auch in allen andern Fällen: immer vorausgesetzt, dass die numerischen Wer- 
the von @,, @,, .... a, und & dieselben bleiben. 

Um die Ki der Reihe (4.) wenigstens einigermassen zu beur- 
theilen, hat man also nur den Ausdruck (5.) unter der Bedingung zu bilden, 
dass seine sämmtlichen Glieder das Zeichen + bekommen, so dass sie sich alle 
summiren ; und findet sich dann, dass diese mit dem numerischen Werth von & 
multiplicirte Grösse kleiner als 1 wird, so convergirt die Reihe sicher. Von der 
in dem besonders hervorgehobenen Fall gewiss eintretenden Divergenz, wenn 


Zma, 
(m— 1)a? ' 
die Divergenz auch für alle andere Fälle schliessen. 


x numerisch grösser als 1 sein sollte, kann man jedoch nicht auf 


Es lässt sich noch folgende Betrachtung anstellen. 


Die Formel (f) giebt 
_ -(r+1) -(+1) -(r+1) -(+1) -(r+1) 
A, a, A,+9A,_,+ Q; A,-3 +...+ Am-ı Ann +a, FR \ 
sodann ist 
—(r+1) 1 (+1 -(r+1) —(r+1) 
aA, =—[(2+-77 1) @ A, ++, end rt. .+(m—1 + ., eich 


m—1 —(r+l) 
> (m + u}, Um RE ’ 


folglich 
_r —(r+1) —(r+1) —(r+1) 
() A=—(l — (a, A,_,+2.,A,.+3.,A,_,+.... 
—(r+l) —(r+1) 


.+(m—2)a,-, A, n2 +(m—) an Amt): 


Ferner ıst nach (a): 








er) —(r+D) —(+l) —(r+1) (+1) 
A, =— — (2a, 4, +3a,A,_,+4a, A,_.+..+m.a, A —m+2)} 
TO et 
also nach Elimination von 2a, A 
—(r+1) 1 a; —-(r+1) 
9) Auı=-,[83—2(2+7,- 8 Art. 
m— 2, 4,An-ı, +V m— 1, a,«, +) 
..+(m.a„—2(m—1+ 5 ig en Ama 2(m+,—) 5 Arms] 


Endlich ist, wegen (9) und (n): 


22* 
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1 —(r+l) 
[334,043 —2(2 + --py@14,-ı +. 
—(r+1) —] -e+D 
Zr 3 —+[ma, Gn 2m 14 2 aran-ıldeanir- 2m+— aan dr —m+1 
FE = 0 2 22 r BR " | 
 E (+1) —(r+1)  —tr+l) 
A, d+-2 pa a; Ar 14 TE We —m+2+(m— 1)an A-—m+ı 
Stellt man sich a, als negativ, @,, a5, .... a, als positiv und r unendlich wach- 
je 
send vor, so wird offenbar —* numerisch kleiner sein, als der grösste Werth 
A, 
unter den Ausdrücken: 
1 (3a, a;—4a}) a ne 4) 1 (maa„—2(m—NDa,a.-ı) 1 2ma, 4, 
a qz } 1.2.0; Bi (m—2)a.-ı ’ ai (m-I)an 
a lag 3 
. ; } 2 da “. 
Das heisst: um so mehr ist numerisch —# - — — —.y, wo den grössten 
= a a 
A, 1 1 


An 
Werth bezeichnet, welchen _. erreichen kann, wenn man für den Zeiger n 


n—1 
nach und nach die Zahlen 3, 4,5, .... m—1, m, setzt. 


da 3 - ‚ A i 
Ist also re 7 $)® numerisch kleiner als 1, so convergirt die 
a 


Reihe (4.) gewiss, wenn a, negativ ist und @,,Q3,....@„ positiv sind. In andern 
Fällen, d.h. wenn nicht gerade diese specielle Zeichen-Combination des Coef- 
ficienten &,, Qs, :..» @„ Statt findet, hat man den Gliedern im Ausdrucke 


da. 3 2 
(+ .9)e durchaus das Zeichen + zu geben; und findet man, dass dann 
i L 


derselbe kleiner als 1 ist, so convergirt die Reihe (4.) gewiss. Jedoch kann 


“ [2 “ [ 3 [2 
man nicht auf die Divergenz schliessen, wenn G+.pa>l sein sollte. 
ı ı 


Handelt es sich nur um die Bildung des Ausdrucks + 2p)a 
ı 1 


(in welchem, wie gesagt, allen Grössen das Zeichen + zu geben ist), damit, 
wenn er kleiner als 1 sein sollte, auf die Convergenz von (4.) mit Sicherheit 
geschlossen werden dürfe, so kann man sich, wenn eine oder mehrere der 
Grössen @,, Q3, @y .... @m gleich Null oder sehr klein sein sollten, statt dersel- 
ben beliebige positive Grössen gesetzt vorstellen, und $ so berechnen, als ob 


diese Grössen statt 0 oder E: In AV" Alma" Fa ty’ Ha y—a—0 


wirklich vorgekommen wären. Die Richtigkeit dieses Satzes erhellet sogleich, 
wenn man bedenkt, dass die Reihe (4.), wie sie für y aus der vorgelegten 
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Gleichung folgt, gewiss convergirt, wenn eine andere convergirt, deren einzelne 
Glieder sämmtlich grösser sind, und bei welcher die Convergenz ohne Rück- 
sicht auf die Zeichen der einzelnen Glieder Statt findet. 

Eben so können zur Berechnung des oft erwähnten Ausdrucks, unbe- 
schadet seiner Eigenschaft als Kennzeichen für die Convergenz von (4.), in der 
angegebenen Art statt einer oder mehrerer der von der Null verschiedenen 


Grössen unter den Zahlen a,, a,, .... @,, grössere positive Werthe angewendet 


eg 3 13) 
werden; woraus sogleich folgt, dass, wenn G+ 7).® (wo g und a, positiv 
1 1 


zu nehmen sind und g den numerisch grössten unter den Coefficienten «,, 
Ay, Qy 2... Qm bezeichnet) kleiner als 1 sein sollte, die Reihe (4.) gewiss con- 
vergiren muss. 
1 AM... 3 
Für "Hy ty ty'+ty+tn=0 zB. ist (: + Je<l und 
man findet = — 0,1 — 0,01 — 0,001 6 — 0,000 358 3 — 0,000 055 0 
— 0,000 016 ...., d.h. wenn wir hier stehen bleiben, y = — 0,112 096. In 


der That liegt eine Wurzel der Gleichung zwischen — 0,1121 und — 0,1122. 
Setzen wir na =ay+ @y’+ay’+..+a,y”, y=®+Pß, so wird 


V. V Vn 
V,+ Voatzg taz tt. .+71233.2:.0”=0, wo, wie bekannt, 


N, =," ta” Ham al" Herren: rear +aß—x 
V,=m.a,Pf""+(m—Da._,f”"”+m—2) ana" ?+...+20;ß+a, 
F,= m(m—1)a,ß"”+(m—1) (m —2)a,.,P”" + ........ +3.2.0+2.1.a; 


V „= m(m—1)(m—2) .... 3.2.0,.ß+(m—1)(m—2) ....3.2.1.0,_, 
Va =mm—V)(m—X....3.2.1.a,. 


, V, V; Vn 
Nun sa -F,=l, Vı=b, T. a=b, 12. 133 =, .... 133.2 Om so er- 


hält man, als transformirte Gleichung, b= 5,0 + 5,0’ + b,@ + .... + b,@". 
Sind Yı» Ya» Y3» +++ Ym die mWurzeln der Gleichung 

Y=a,y"”+ Amy" +..+ a,Y° tray-ız 0 
(welche Wurzeln wir uns als sämmtlich von einander verschieden vorstellen 
wollen), so sind 1» =yı—ß,  =yn—Pß, = y—ß, .... ,=ym—ß die m 
Wurzeln der Gleichung 

O0 = b,0" + b„a0"T +... + b,0° + 5,0 — ab == 0 


also ıst auch 
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"Tr a = (— ] )” b MI rr dm Am und 


m—1 
b4,=(— 1)" b(o, 10 PARREREE 7? HERE an u RE Ren vol 03 750) EWRRER 0) FIEBER LE /? File uud 020 E 1) 7 RER 1? ARE Om) 


Die Reihe (4.), nun auf o, Ab, b,, ba, .... d,, statt Y, ©, Qı, @, 2... a, bezogen, 
' \ : 4} 3 } „02 ; 
wird gewiss convergiren, wenn (55 +; )Ub<1 sein sollte (hier ist y und 2, 
J 1 


ebenfalls positiv zu nehmen, und y ist der numerisch grösste unter den Coef- 
ficienten d,, b3, d4 .... 6m). HBückt jetzt $ sehr nahe an y,, so wird ®, sehr 


klein, 5, nähert sich immer mehr und mehr der Grösse (— 1)” "5,02: @3.... 
4y 3 2 . .. 

“Om: 0, und (5: +z)v wird = (L+3)o,, wo L eine positiv zu neh- 
N Bir? 


mende, numerisch von @,, 3, .... @, abhangende und wegen der vorausge- 
setzten Verschiedenheit von y,, Ya, -... Y„ Immer endliche Grösse bezeichnet. 
Je näher also $ an y, gerückt ist, desto sicherer wird die Convergenz der 
Reihe für ® Statt finden. 

Wenn daher nicht schon die Gleichung Y=0 so beschaffen ist, dass 
die Convergenz der Reihe für y Statt findet, so transformire man die Gleichung 
in eine andere, indem man y=@+-ß setzt, und suche mit ? so nahe an eine 
der reellen Wurzeln von Y=0 zu gelangen, dass die Convergenz der Reihe 
für © eintritt und man dadurch in den Stand gesetzt werde, » mit beliebiger 
Schärfe zu berechnen. 

Findet die Convergenz der Reihe für y Stalt, so dürfte es im Allge- 
meinen zweckmässig sein, nur 5 oder 6 Glieder derselben zu nehmen und 
die so gefundene Grösse statt $ zu der eben erwähnten Transformation zu 
verwenden und dann @ mittelst obiger Reihe zu berechnen. Dies zur Erleich- 
terung der Rechnung in vielen Fällen. 

Dasselbe gilt auch für die Reihe für ®, wenn sie convergiren sollte. 
Auch hier nehme man nur 5 oder 6 Glieder, addire die so gefundene Grüsse 
zu 2, und wende die Summe statt $ zu der Transformation der Gleichung 


Y=0 ın O=0 an. 
Die Gleichung y’— 2y 





5=0, auf welche Newton seine Methode an- 


gewandt hat, ist z. B. so beschaffen, dass die obige Reihe (hier die Reihe (2.)) 
nicht convergirt. Setzt man jedoch y=o+Pß, und lässt $f=2 sein, so wird 


100+60’+o’—=1, und die Reihe für ® convergirt. Es findet sich 
o—=0,1 — 0,006 + 0,000 62 — 0,000 075 + 0,000 010 854 — 0,000 00161952 -+...., 
d. h. wenn man nicht weiter geht, »=0,094 551 26 .... oder y=2,094 551 26 ...., 


welches noch in der sechsten Decimalstelle richtig ist, 
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Oelters leistet auch die Substitution von — für y in Y=0 gute 


Dienste, indem zuweilen, wenn auch die Reihe für y divergirte, die Reihe für z 
convergirt. Als Beispiel diene die Gleichung: y’+27.y’—4!y+1=0. Da hier 


a, negativ ist, a, und a, positiv sind und es! ist, so ist kein Zweifel 
über die Divergenz der Reihe für y. Durch die Substitution wird 2° — 4}.z? 
+27.z2+1=0, und die Reihe für z convergirt. Es findet sich z2= - 2 

9 l 161 162 


Haan also, ohne weiter zu gehen, =—z+ [09x37 odery=-—27. 161° 
Wirklich liegt eine Wurzel zwischen —27 und — 28. 


Zum Schluss wollen wir noch bemerken, dass die Reihe (2.), wie sie 
aus einer Gleichung vom dritten Grade für % folgt, gewiss convergirt, wenn 
die Cardanische Formel zur Berechnung der Wurzeln dieser Gleichung un- 
brauchbar ist. 

Ist „+ B,y+ B;=0 diese Gleichung, so convergirt die Reihe (2.) für 


re 2 i 
y, wenn numerisch + 75 1 ıst, und die Cardanische Formel wird un- 
2 


brauchbar, wenn B, negativ und wenn numerisch = 1 ist, wodurch die 
eben gemachte Behauptung gerechtfertigt is. Nennt man y, die durch die 
Reihe (2.) berechnete Wurzel von „+ B,y+B,=0, so sind die bei- 
den andern Wurzeln derselben = 3(— % + V(— 4B, + 3y?)) und 
K-y—V-AB +3) 


1 } } l 
Es sei z.B. 7 —y+ 5 0 die gegebene Gleichung, so wird y=g 


1 3 12 55 i ' a 
+9 t5+... und wenn man sich mit diesen fünf Gliedern 


ta trat 
begnügt, yı = 0,127 050 807 ...., und die beiden andern Wurzeln sind 


0,930 402 ..... und — 1,057 453 8.... 


Triest im Aprıl 1845. 
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g. 


Ueber die Verwandlung der Reihen in 
Kettenbrüche. 


(Von Herrn Dr. Heilermann in Cöln a. R.) 


$.1. 


1 
\ on der Lösung der Aufgabe, das Verhältniss zweier willkürlichen 


n 














S,Anx“ 1 
. Are . . m" 
Reihen ——— in einen Kettenbruch von der Form zu Ver- 
SoBur" %+r 
Mb 
a,+ 
A x 
a 
"Y p ik. 


wandeln, ist eine Vollendung zu verlangen, die derjenigen entspricht, mit wel- 
cher dasselbe Verhältniss in eine neue Reihe entwickelt wird. Dieser Anfor- 
derung genügt noch keine der bis jetzt gegebenen Lösungen: inwiefern die 
hier folgende das Verlangte leistet, wird das Urtheil der Mathematiker ent- 
scheiden. 

Wir bezeichnen nach dem Vorgange des Herrn Prof. Stern einen Ket- 
tenbruch von obiger Form, dessen erster Theilnenner a, und dessen letzter 
Nenner a, ist, durch das Symbol F(a,, a,); ferner den Nenner desselben 
Kettenbruchs, nach der Reduction in einen gewöhnlichen Bruch, durch a,,, «,, 


) PER Am-+1 „An 
Gq,n ’ An 


(Crelle Journ. Bd. 10. Seite 6.) geht hervor, dass a„,a, in Bezug auf = vom 


so dass F(a,,a, ist. Aus den Untersuchungen des Herrn Stern 


»(n-+m)ten Grade ist, wenn n—rmn gerade, und vom 3(n—m-+-l1)ien, wenn n—m 
ungerade ist. Auch den Coefficienten der Potenz x“ lernt man an der ge- 
nannten Stelle kennen. Um ihn zu finden, bilde man aus den Theilnennern 


As Amsı, Am+2, +++: An alle Producte, in welchen a Paare a,.a,,ı fehlen, und 


addire die erhaltenen Producte. Wenn dieser Coefficient durch (a,,,@,),, be- 


zeichnet wird, so ist 
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. (auxı A,)o-+ (Anzı A,).-2+ (Un+ı A); . u 
1) F (a, d,) m ur .e 2 er 
(G,, 5 An)o+ (On z@n)a-C+ (Qu, an) 7’ +... 


’ 124 
ä (dn+1 “ An )2r +T 


L 


2 ( Ums A,.)2« TE 
Die leihen rechts brechen ab, weil (am, an)2« =0 ist, sobald Za=n—m+ | 


wird. Wenn Z2a=n—m-+]1, so ist (am, an). —=1. Setzt man in obigen 
[2 . u 1 [3 

Gleichungen m=n, so ıst F(an, a.) = en, der Zähler dieses Bruchs hat dann 

nicht die hier vorausgesetzte Form, und deshalb ergeben sich die Gleichun- 


gen 0,4, 1; (a... 0a.) =1. 





<sA,:” 
Soll nun das Verhältniss — 


m 


—B.2" 
V 


in einen Kettenbruch verwandeli wer- 





den, so setze man 


r 








= «u 

Pd TI 
Au A ) (a, ,4,), T/ 
5 =! (a,4) = So a a 

SB,‘ > (a), Q,)252) 
Et 


wo r eine ganze Zahl ist, die wir zunächst kleiner als 2 und »» annehmen. 
Daraus folgt 


= A.(a,,ar),0t’ == (a, , ar)y,. 0, condd. a<r+1, J<r+1; 
und 
at+d=d+Yy, 
a<r+], P<r-+l 
Für r=0 ıst A,a, = B,, oder es ist der Theilnenner 

B, 

3) dd, — A,’ 


De (@9,Q0r),, = ZB;(a,, an), condd. 


und eben so findet sıch 
A, 


a=— 7: 
1 A,a,—b, 


Um die folgenden Theilnenner zu finden, selze man r >1 und bringe die 
Gleichung (Cr. Journ. Bd. W. S. 248.) 

(An, An), An: (Am, Ang, + (Am; A,_.) ap 
in Anwendung. Dadurch geht die Gleichung (2.) in 


Zar A. (a,, Aa,_1)aö + Au(ay, a,_.)-3} 
— SijarB. (a, ’ a,_1)23 + BD. (a, y a, cond. ad zur. 


über und man erhält die recurrirende Formel 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXII. Heft 2. 


N 
vs 
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<[- Au (a,,4,_2)25- Mae Bu(a,, A, 225 2] 
2 2 |: Au(Qo, 0,_1)2)— - B«(a, ’ a,.—1)2) | 








)) vw — ‚ cond a+d= 


Es ıst also 
ZT Au (Ag, 4,12 —. D. (a, ’ 4,1 )25-2 2] 
ZU. 1x.(@,, @,)25— Ba(a, ,Q,) 25] 





a.=-— ‚  eond «t+d=r-+]1: 


.—4 


und man sieht, dass 
N u, y / su 
ad + E, (Q,,4, ı)23-2— Da (aı ee — du Aa (av, a,_,)y)— 4 (a,,0,_-1)2%, 
cond. a+d=r-+J1, cond. at+d=r, 
oder dass der Zähler von a,,, gleich dem Nenner von a, ist. Bezeichnet man 


also zur Abkürzung den Nenner von a, durch N,, so ist 








Oo 
N,_ı 
dr = — 
’ N. ’ 
N,_; N,_. N, 
und umeekehrt N. = — — = —— — (—] — - Dazu ıst 
O ,® 4,..4,—ı ”. mr ee ET 
B, B, | 
Vo = on al 
V A, N, , N so 
B, 
N, = (—})"r, = — —_ (—]jr, —— 
( ) Ad, doll vu A, 14, =( ”. Ares 
und 
BD, 1 


>) ar—= (—Nr, re & 
Diese Recursionsformel ist zuerst von Herrn Stern durch eine vollständige In- 
duction abgeleitet worden. 
Obgleich wir nun r bisher kleiner als m und zz angenommen haben, 
hindert doch Nichts, die Zahl r über zn und rn hinaus wachsen zu lassen. 


Um dann die Recursionsformel ganz in derselben Weise gebrauchen zu 


n m 


können, geben wir den angenommenen Reihen F>A.a" und ID.x“ noch die 
0 0 


Glieder A, Au u MT EEE a re BE 
den Coefhcienten A, = A, a A, = 0 und Bj BB, u .:,B,=0. 
Nur wenn ein Theilnenner a, unendlich-gross wird, kann der Kettenbruch 
nicht weiter fortgesetzt werden; und dies wird im Allgemeinen, abgesehen von 
den Bedingungen, die von den Coeflicienten der gegebenen Reihen erfüllt wer- 
den mögen, nur dann der Fall sein, wenn alle Coefhicienten, welche ın W,, 


dem Nenner von a,, vorkommen, Null sind... Nun kommen ın N. die 


Coeffhicienten 


Agua, + Au}, Au—; oo... A,+1; Aus und 
B>.: Ds, ] . Bu.—%, un B,+1 2 
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vor, und in N2. +1 sind die Coefficienten 

Azur, Atı, Au-ı, +. Au, Ati, und 

Baur, Du, Paul, ---- Dur2, BI 
enthalten. Gesetzt nun es seı mn und u=n, so ist N. +1 = Nana rı = 0 
also am 21 = %. Der Theilnenner @2„ bleibt aber endlich, weil Na,, woriı 
A, vorkommt, nicht Null ist. Ist dagegen m <n und u=m, so ist N, — Na, 
—=0, also am =@, während an -ı endlich ist, weil Nam -ı wegen des Coef 


ficienten Bm nicht verschwindet. Die spätern Theilnenner sind ın beiden Fäl- 





n 
0: DAr:“ 
2 . ’ m er 0 a ; 
ien d Wird also die Verwandlung des Verhältnisses -, in einen Ke! 
SB,x“ 
0 «L 
tenbruch so weit als möglich fortgesetzt, so erhält man 
n n 
SA,r" SA.x" 
. 0 T' 0 y 
6) —— F(ao, a), cond. mn; ze Fig, U2m-1), cond m N. 
sB,:' SB x" 
0 l, 0 [4 


den Fällen wo m<n gehört auch derjenige, wo n=0. Der 
Nenner N, nimmt dann die einfachere Gestalt 


N, = E3A.(@,4r-1)5, cond. «+d=r an. 


Eben so gehört zu den Fällen wo m>n derjenige, wo n=® ist, und der 


Nenner N, reducırt sich dann auf 


N, = — ZB,.(aı, a,-), cond.. a+d=r. 


s. 2. 


Aus der Gleichung (2.) lässt sich nicht bloss eine recurrirende Formel 
zur Bestimmung der Theilnenner ableiten, sondern dieselbe Gleichung bietet auch 
Mittel dar, die Theilnenner independent zu bestimmen. Denn legt man in der- 
selben der Zahl s=«+d=P-+Yy der Reihe nach die Werthe r, r—1,....2,1,0 
bei, so erhält man ein System von r+1 Gleichungen zwischen r+1Functio- 


nen der Theilnenner, als Unbekannten. Setzt ınan r=2u und erwägt, dass 
(aı y A2u)au zu 1 
(aı, A2u)aurr = (a1, A2u)au ti = —.,n —= (a, Au) au = — v, 
(ao, u)uta = (ao, A2u)aurı = = ,..= (ao, A2u) au == 9, 
ist, so sieht man, dass die Coefficienten der gefundenen Gleichungen foigen- 


des System bilden: 


23* 
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’ 1», , Au yer.. A, R As B.+1 , Bı+2, .... B2.—ı, Ba, 
| Au, Ay AH a BEE, Ba.—ı 


Al ’ A, , eh As, Aı ’ Ba, B3, ”„..®. B, ’ Bu-Hl 
1) N A ’ Pi ...,s Aı, Abo, Bı , Ba, ...:. BL: B. 
Eee Ge 0 re Bo, DPı. ee DH u 
'dı. Av, ee 5 0, 0, 0, 6 Bı 
\An, 0, A 0, 0, 0, AB: Bo: 


ie Coeflicienten der Verticalreihe, deren höchster A2.—. ist, sind mit der 
unbekannten Function (Ay, Az). multiplieirt; die Coeflicienten der Verticalreihe 
P2.—a sind multiplieirt mit (@,, Ayı Je; dıe zu den Horizontalreihen gehö- 
rigen wnabhängigen Glieder sind der Reihe nach D,,B.-ı, .... Bı, Bo,.... 0,0. 
Dies System von Gleichungen kann nun dazu dienen, die Functionen (@y,@3.)o, 
(Ag, Azu)as *+ +: (Up, Azu)au—n, (Mo, Ezu)zus — (Er, Azu)2un, — (A, Azu)2u- 

— (@,, A,.)2,; — (@,, Mau), sämmtlich zu finden; doch zur Berechnung von 
Ay. Ist (Ay, Ay. , oder (,, @3.) am geeignelsten. Der Nenner des Werthes 
(Ay, Aa, Ist die Determinante des obigen Coeflicienten-Systems, welche wir 
mit A, bezeichnen. Damit das Vorzeichen nicht zweideutig sei, werde be- 
stimmt, dass in dieser Determinante das Glied Au. A2u—2 .... Az. Ay By“ positiv 
sei. Der Zähler von (Ay, @3.)y ıst auch eine Determinante, und zwar desjeni- 
gen Systems, welches aus (7.) hervorgeht, wenn die Reihe der unabhängigen 
Glieder statt der ersten Verticalreihe gesetzt wird. Dann bleiben aber in der 


untersten Horizontalreihe nur Nullen und Bo, also ist Do gemeinschaftlicher 


Factor aller Glieder dieser Determinante. Nach Absonderung dieses Factors 


bilden die Glieder die Determinante des Systems 


Bu A2.—1, Ar.-2. .... Au - fu, Dur, B.-+2, .... D2u—2, Ba.-1 
Bu--1, A2u—2, Ayu—3, .... m Au -], D,., Bu, nn D2.-3, B2.-2 


bh, Al Au .... As, Ar, B;, D3, ...s Ds B, 


S) / BD». v5 —., FA 2 ae As, Ao, Bı, Ds, «8 0» D.—2 B.—ı 
\ y ’ 
v, i N Are 3, NH ‚Av, () Bo, Dı, u... ® B\ - 8, Bu—2 


. + 


0 Ah, Av, De ! 0, v, v, .... Do, Bı 


v0 Ao, 0 ER | v, v, VÖ, . , Bo. 
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Es werde diese Determinante durch A2.—ı bezeichnet und das Glied 
A2.—1A2u—-3 .... Ag Aı Bo” positie genommen: dann hat der Zähler von 


(ao, a2.)o das Vorzeichen (—1)"; also ist 
A2,—1 
(Ay ’ A2.)0 — (— 1)" Bo ara , 
Setzt man aber in der Gleichung (2.), um (@%, Ayu_1)g in ähnlicher 


Weise independent zu bestimmen, r=24u-+1 und bringt die Gleichungen 


(a, Azur )aur = (A, Ay) =. (4, Ayrı)arr =, 
(a,, Au )a0 2 =1, 
(a,, za )2u44 = (A, Ayuı)au-ts =... (8, Ay )auH- =) 
in Anwendung, so erhält man ein System von 2u4-+2 Gleichungen zwischen 
24«+ 2 Functionen der unbekannten Theilnenner. Diese Functionen sind 
(@y, @2ur1)o, (Ay, @au-tı)as +++ (Ag Aaaı)au—, (Ag, Arurı)an und — (Mr, @yu 1 )au 
— (A, Ay )aa—ar + — (Ur, Araı)as — (Ar, Azurı)o; und die Coelhcienten 
derselben sind in den einzelnen Gleichungen der Reihe nach: 
Asdırı, Adı,  :... Aur2, Aurı, Barı, Bur2, :... Bau, Ba 
Ay Ar a A A, > a Bart. in, Ba 


» © > ” ® . . * “ . . » * » . 


Ma Ai a a A A, Me 
DER ee ee 
Aut, Au-2) +»: Ab, 0, 0, Bo, Rt BD, we. DB. 


” G u + + ° . . . * - 


FT "VOR TEE E FRE Ge ° 
Br rc ee A Bo. 


Die zu den Horizontalreihen gehörigen unabhängigen Glieder sind der Reihe 
nach — Au, — Au, .... — Ab, 0, 0,....0,0. Von obigen 2u +2 Funclionen 
der unbekannten Theilnenner bestimmen wir aus diesem Systeme von Glei- 
chungen nur (Ay, @yu+1)o. Der Nenner dieses Werthes ist die Determinante 
des Systems (9.), welche mit der Determinante des Systems 8.) ganz überein- 
stimmt, wenn in (8.) a1 statt «u und auch hier das Glied A, 1. A2ı »:.- 
a Az. Ar. Bot! positiv gesetzt wird. Also ist der Nenner von 
(ay, @yu+ı)o die Determinante A3,+ı. Der Zähler von (ag, @3u+,)u wird ge- 
funden, wenn in (9.) statt der ersten Verticalreihe die Reihe der unabhängigen 


Glieder gesetzt und die Determinante des entstandenen Systems gebildet wird. 


Zunächst ıst auch hier Do gemeinschaftlicher Factor aller Glieder dieser Deter- 
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nante, und nach Absonderung desselben unterscheidet sie sich von Az. nur 
durch das Vorzeichen (—1)“+1, Daher ist denn 





Az, 
do, 12, 1 pn — 1 “+1 Bo. - { . 
( „+1)o = (—D) u 
Durch Verbindung dieser Gleichung mit der frühern 
A2u—1 


An, Qu) = (—]1 “Ba. —— 
( 0 )o ( ) 0 Ay. 
erhält man 


A’u-1 


on = und a —— "u 
> I ; —— 
r A2u—2: Aa, ce 


Asp, —1. A2u-H1 








oder 


A2,_ı 
18) a =Hr. ı-: 
) =) Aa h, 
Doch gilt diese Formel erst von r=2 an, denn es ist 
Be rt 43 - 





wi 


Zur Darstellung des Zusammenhanges zwischen den Theilnennern, den 
Determinanten und den in der recurrirenden Formel vorkommenden Nennern 


Y.. dürften folgende Formeln geeignet sein. Es ıst zunächst 


nn Be 
(ao, a2.)o. (00, @2.—1)o = Bo»?. — ; 


u 





also 
BEGHEEEBR! . 2. >. TORE 
“ (ao, a2,)p-(ao, ay.)o 
Die wiederholte Anwendung dieser Gleichung, welche auch für «= 1 noch 


silt, giebt 





A Bo?“ - An 
Bi an r Br 
B (ao, a2.)y:(@o, A@2.—1)o ---- (Qo, Q2)y. (Qo, @1)o 
a? Bo 
= ds. U ——. 
a=ı (40, A«)o 
B, B, } 
; h As = — = ———, so ıs 
Da noch Ao a aa 
au B 
0 
u 


a=() (ap, A«)g 
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2: [24 
Wird diese Gleichung mit (ao, @2.-41)o = (— Di t1Bo - verbunden, so 
Zu! 
ergiebt sich 
e—=2u-]1 R 
A3,.1 — (— Ye +! II u 70 Rn 
«= (av, d.)y 
bo N 
Es ıst aber nach (5.) — = (—1)".N., also ist 
(ao, duo 
e=2u--] 
A 777 (— 1)". N, 7 und A2.+1 = oe 4 N« - 


& „4 «——() 


Setzt man statt des Symbols (ao, a2),g das Product awaı »... du_1lu, so ist 





BEE at Bo 
A}. = = UI - =. Bau gt = = (her! 7 DE. 
«0 U. u1— a’ Fe 7 Zut2—u 
SA,x" 
r rI.-- r . er . 0 . 
Wenn Zähler und Nenner des gegebenen Verhältnisses -, endliche 
DB" 
0 


Reihen sind, so gelangt man bei der Bestimmung der Determinanten zu einem 
Systeme (7.) oder (9.), dessen erste Horizontalreihe nur Nullen enthält. Dies 
tritt, wenn m Zn, mit dem Systeme (9.) für u=n ein, oder es ist dann 
Anı =0. Wenn m>n, so ist dasselbe mit dem Systeme (7.) der Fall und 
es wird deshalb Ay. = 0. Setzt man nun in F (ao, a,) für die Theilnenner 


ihre Werthe aus der Formel (10.), so ist, nach einigen Reductionen: 











ZA, u” 
[ a Av 

m Pe = f (ao, 2) Bu Az 

IB,“ Bu 

n_Ade 
Cond. mn \ AıA,x 
w A ArAsE 
ra Er 
2n—3 2n 
u =: u 
u SA .” A 
. e N) 

„—— = Fao,an)= 7, 

SB,.a“ B.— 

u A — ——— A A x 

" A — = 
Cond. m>n ug A u Dem 
’ A Ad;e 

Asam- rn] 
Amen B 
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. . A.-3A,x 
Der «te Theilbruch it — ——-. 
2... 


n 


\\enn eine Reihe YA.x“, oder der reciproke Werth einer Reihe 


Ü 


| j h 
—— , in einen Kettenbruch von der vorausgesetzten Form verwandelt werden 
SD .%% 
u 
soll, so hat man in den entwickelten Formeln nur BB =B,=...=B,=V0 
oder A, = A, =.... A, =0 anzunehmen. Es reduciren sich dann die Sy- 


steme (7.) und (9.) auf solche, die in der aten Horizontal- und der «ten Ver- 


n 
ticalreihe dieselben Coeffhicienten in derselben Reihefolge haben. Wenn XA.x“ 
0 


in einen Kettenbruch verwandelt werden soll, so ist Aa, in Bezug auf sämmt- 


liche Goelficienten A, so wie auch A2,rı, von der (“t1)ten Dimension. 
1 


Wenn aber —, — transformirt wird, so ist Aa. rı und A2.ye in Bezug aut 


FE 
0 


die Coefficienten B von der (“-+1I)ten Dimension. 


$. 4. 


Wir fanden oben, dass ein Kettenbruch 7(a,, a,), aus dem Quotienten 


7 
be 1 % 
nd L (el 
v) 


— - abgeleitet, bei einem gewissen Theilnenner abbricht: daher muss unter- 


SB. y* 
0 


sucht werden, ob ein Unterschied, und welcher, alsdann zwischen der gegebenen 
und der abgeleiteten Function Statt finde. Doch stellen wir die Aufgabe allgemei- 
ner, und fragen, wie gross der Unterschied sei, wenn die Entwicklung bei einem 
willkürlichen Theilnenner abgebrochen wird. Wenn @, der letzte Theilnenneı 
ist, welcher berechnet wird, so werden alle Gleichungen, welche ın 
at+öo<r+]l 
P+Yy<r+l 
enthalten sind, befriedigt. Mit dieser Gleichung stimmt die folgende gan: 


ZA.(a,, Ar)... at = IBz(a,, ar),x°t, condd. 


überein: 


’ L vi > y Pr 1a) 
Be’ Au Gi =(a, x Ar)aa ur A, (a, y Ar)2g7 +? 


rn 


— =D.x“ . > d,, Ur)» vr? m Sb,(a,, Ar)agati ’ 
” ’ 


#8 . 














2 
$ 
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wo die Gränzen, zwischen welchen « und P legen, schon bestimmt sind und 


| y der Bedingung y+ß>r genügen muss. Wird diese Gleichung durch das 


sa 


| Product YD,a“. > (a,, ar); dividirt, so erbält man 
0 


Aun“ 
h > (a,,Q,)2503 bh 0 Z[A;,(a,, a.)2; — By(a, .a,)23| a9-+7 
12) Zara) Plan ar) = a— — era 
u 0, Wr J23 Rx“ Y"Bux. 2te,, A.) ‚Ic 
0 0 


> i . . a . in ; r . ; 
Da P+y>r ıst, so ist @’*' Factor der Differenz. Wenn r=2« ist, so sind 


Auzı und B,yı die niedrigsten Coefficienten, welche in dem Zähler der Difle- 


SS Aux“ 
4. V0 . . . 2» 
renz F(a,, ar) — „ — vorkommen; wenn r —=2u-+l st, so kommen die Coefli- 


—&Buax“ 
N 


cıienten A von A,4, aber die Coeflicienten 3 nur von DB, darin vor. Die Grössen 
(Ay, Ar); und — (a,, ar); können aus dem Systeme (7.) und (9.) gefunden 
werden, je nachdem r gerade oder ungerade ist. Ist nun mn und r—=2n, 


so ist der Unterschied Null. Dasselbe silt, wenn mon und r = 2m — 1] ıst. 





Also sind die Gleichungen (11.) völlig genau. Wenn n, oder m, oder beide 
| unendlich sind, so wird der abgeleitete Kettenbruch im Allgemeinen nicht ab- 
brechen und eben so wenig die Differenz verschwinden; doch sind im Zähler 
der Differenz die Grössen, durch welche die Convergenz der gegebenen Reihen 
| bedingt ıst, enthalten; nämlich sowohl die höhern Potenzen von .ır, als die hö- 


hern Coelficienten A und B. 





S. > 
n 
ZA" 
® r r .. ® 0 ® P pP 
Mit der Verwandlung des Verhältnisses ——— in einen Kettenbruch 

SB.x" 

a* 

v0 


F(a,, ar), wr=2n oder r=2m— 1 ist, ist auch das Mittel gegeben, den 








n n 
DA.r-« EEE 
E 0 Mn 0 a 2 s K b } ä d F 
(Quotienten -, == X a ın einen Kettenbruch von der Form 
> > %$' —t 
DB. r zb,a" 


Crelle’s Journal f. d. M. Bad. XXXII. Heft 2. 24 








184 9, Heilermann, über die Verwandlung der Reihen in Kettenbrüche. 


,— i. 


h 
er. —— hs 


z+R,— —— 
z+R,— etc. 


zu verwandeln. Da aber dieser Bruch im Zähler und Nenner ımmer auf den- 


selben Grad steigt, so setzen wir sogleich m=n, und ın Ffa,,a,,), „ statt «. 


Dies giebt 








> PR 
13 ) — = Pin, u) 1 
5B.0"% A,+ f 
v0 
ACH — 5 
dg + l 
Agk 
3 + 1 
erh ig 
Ayn-2+ 1 
Ayn-1 + —. 
Zr 
Bringt man die Theilnenner in die Zähler und setzt —— = — pa«+I, 50 Ist 
2 Ude] 
Au-2. Aut l der Kettenbruch  ıst enn noch p , & 
) = ———— , und der Kettenbruch ıst, weı = - = 
Pse+]l And, Po» a, 3, 
gesetzt wird: 
Po 
ne. 
) 
ER. .. B 
): 
13 
<= 
1m. 
C—P2n 
v . . sy r . I9r . 
Nun ist, wenn Ra, diesen Kettenbruch von dem Theilbruch en an bezeichnet: 
P2« | Pza+1 
m HT). 
u 1 P2-+1 2 I — Prc+1 — Ryar2 
2— Rau+2 


Die wiederholte Anwendung dieser Gleichung giebt die Gleichung 
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n 
y. n—(£ 
ZA: 


0 Po Pı 
1) mp ,, 
ba“ ”-p—-Pı— 
. al Feue Pa 
Pin-2.Pan-ı 
Ad Sl ua he n; — Pe 
J — Dan-1° Pin 
oo Mm: Dap et u uud allsemein » _ Ar-dur: 
W Po] 1 B?’ Pa} y- A? Pal ss — A? ’ I « geme II Pe+3 ] ar4 —— Alad 
is. Die Anzahl der Constanten ist in diesem sowohl, als in dem obigen Ket- 
SA,” 
. . . y au » 0 
tenbruch 2r-++1, und dieselbe Anzahl ist in dem gegebenen Verhältniss -,, 
ZB," 
[24 


0 
enthalten, wenn ein Coefficient = 1 gesetzt wird. Sollen die obigen Grössen 
Au, Na, A. durch die Constanten p. ausgedrückt werden, so ıst zunächst 


1 1 1 1 1 l 1 l 


Fr n : 
N: e— Du. "zu F 
’ Zul 0 A,dı A,dy ad,dy a2v Ay I 





Na, = Te . en 46, MBIT 
G dd, Azdy Azu-1@2u 


und daher 


| Na. = (—1)"B,:.PpoPpaPpı ---- Pau» Naarı = (—1V)" Ds: PıPpsP5 ---- Paurı» 





. Nau- 1 Na. R ’ 
Da ferner ., = — und au =— X ist, so ist 
2u 2u+1 
PıPs3P5 ++ Pzu-ı1 PoPaPpı--- Pau 
TE an ’ und te Ti 
Po -PıPıPs + Pau PıP3Ps + Pzu+1 


Aus $. 3. ergiebt sich 
Au = Bart. pet (pipa)" (pp). (Pau-ıPpau), 
A241 = BAHR (pop) (pep)" (PP (PauPzuri)r 


$. 6. 


Es liesse sich der Kettenbruch (13.) auch durch fortgesetzte Division 


n 


ZA, 


0 
aus dem Bruche —— 


ZB,or-“ 
0 


ersetzen. Es seien Y/. und U, rationale ganze Functionen vom Grade « in 
Bezug auf x, und a. sei eine Constante: dann lassen sich folgende Gleichun- 


sen aufstellen: 





entwickeln, oder durch ein System von Gleichungen 


24* 
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vr, =: ##,, U =u2F_,+U,., 
J a—-ı — Ad, = I n--1 + F n—?2 U, — dz V. Fa + U... 
15 NEE. *# er » 
) 7, =D. EHE, UL =a0.,32.,+U, 
J 1 pe (d,,_2 » I p + v, I # = Ud,_1X» V, + U,. 
Pr, =... 


n 
Werden diese Gleichungen mit einander verbunden und wird F, = EB a" 
an 


und U, = 2A, x” gesetzt, so erhält man die Gleichung (13.). Wenn nun 
v0 


(t 


F, und U, einen linearen Factor gemein haben, so gilt dasselbe von Y,_,, 
U, Fo, U, etc. Sollen aber /, und U, einen linearen Factor gemein 
haben, so muss wegen der Gleichung /,=a,_.,.U,+fF, die Grösse V,=0, 
also au, = 2 und a„=0 wegen der Gleichungen U, = a,_.,0./,+ U, 
I ,=a,.U, sein. Diesen Gleichungen a, ,=& und a„=0 wird genügt 
durch A,,_,=0, und auf keine andere Weise, weıl nach (10.) 

Ain-2 an—ı 


_—. = - 
A2n-3 2 An-ı : ” Apn-2 Aan 


ist, und die Determinanten A., aus endlichen Elementen zusammengesetzt, nie 


An-ı == 


unendlich werden. Umgekehrt ist, wenn A,_,=0, also a, ist, auch V,—=V, 
also den Grössen der lineare Factor gemein; derselbe Factor ıst daher auch in 


T, und 7, enthalten. Mithin ıst 
16) 2,0 


n 
die Bedingung, welche erfüllt werden muss, damit die Functionen 24,a”"“ und 
0 


nı n n 
NB,a"“ einen linearen Factor, oder die Gleichungen 2A a" und ZB a" —=0 
0 0 0 


eine Wurzel gemein haben. Das System der Elemente für A,,_, geht aus (9.) 


hervor, wenn man u=n—]1l, A,yı = An =... = Ay, =0 und 


RB, = Bar = .... B.,_, = 0 setzt, und ist daher 
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e. & .. Re... 8 
0, 9%, ..A4, An B_., B.....0, 0 


Ars Massen As, A,; B,; nie Ms: B, 

> 
I an A a, Bin BB, 
An, nn .... Av: 0, 0, B,, „un. I; u. 





u. A sa m m ee Te ° 
A, 0 a A bs. 


Die Bedingung A, ,=0 ist zugleich die Eliminationseleichung der beiden 
u 2n—1 o o ie) 


n n 
Gleichungen 2A, 2""=0 und ZB, x""=0), und steigt in Bezug auf die Coellı- 
ü 0 0 


cienten A auf die nte Dimension; eben so in Bezug auf die Coefticienten B, 


und rücksichtlich sämmtlicher Coefficienten auf die Dimension 2n. 


2 n 
Sollen aber die Gleichungen ZA." =0 und FB.a”“=0 zwei Wur- 
0 0 


zel gemein haben, so kommt zu der Bedingung 7,=0 oder A,,_, noch die 
neue /,=0 oder A,,_;,=0 hinzu, welche letztere aus /,—=0 eben so, wie 
oben A, ,=0 aus F,=0, hervorgeht. Das System der Elemente für Ay; 
lindet sich aus (9.), wenn u=n—2 gesetzt wird, und es geht aus (17.) her- 


vor, wenn die unterste und die oberste Horizontalreihe, so wie die erste und die 


rı 


letzte Verticalreihe weggelassen werden. Ueberhaupt ist, wenn 2A, a" —0 und 


2b,2”"=0, r Wurzeln gemein haben: 
0 
15) Duuiy = v, Bi, nen V, .... RER = 0; 


und umgekehrt. Um die Elementensysteme für diese Determinanten zu erhal- 
ten, hat man ın (9.) der Reihe nach n=n—1,n—2, .... n—r zu setzen, 
oder von dem Systeme (17.) in derselben Reihenfolge 0, 1, 2, ....r—1 Reihen 
unten und oben und links und rechts wegzulassen. Es ist daher Ayn_,.4, in 
Bezug auf die Elemente A. von der (a—r+J1)ten Dimension; eben so in Bezug 
auf D,, und in Rücksicht auf sämmtliche Coefficienten von der X(n—r-+])ten. 

Die Determinante A,,_, bleibt, abgesehn vom Vorzeichen, ungeändert, 
wenn /. mit B. für alle Werthe von « vertauscht wird, und auch, wenn 
überall 4. an die Stelle von An-. und B. an die Stelle von Bu-. tritt. Die 


erstere Symmetrie findet auch bei den übrigen Determinanten (18.) Statt; nicht 
age 
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n 
Y 


2 . . n 
so die andere. Da aber, sobald die Gleichungen FA4.ar«—=0 und zB.ar"=V 
0 0 


n 
"Wurzeln gemein haben, dasselbe von den Gleichungen IA.” = 0) und 
0 


n 


SB.a" =0 gilt, so müssen die Gleichungen (18.) sämmtlich auch dann gel- 
- " 


ten, wenn darın 4. statt A,-. und B. statt B,-. gesetzt wird. Doch enthalten 
die so entstandenen Ausdrücke keine neuen Bedingungen; sie sind eine Folge 
der Gleichungen (18.). 

Auf das Obige lassen sich auch die Fälle zurückführen, in welchen die 


gegebenen Gleichungen von verschiedenen Graden sind. Wenn für die Gleichungen 


n n—rn 
EB. =0 und F4A.arm-e — () 
v0 


die Bedingungen gesucht werden, unter welchen sie gemeinsame Wurzeln ha- 
n 


ben, so nehme man statt der letztern Gleichung 2A. a"=0, setze A, =A,_, = 
7 


....—A, „1 =0 und schliesse die Wurzeln, welche Null sind, von der Be- 


trachtung aus. Werden aber in (17.) die Elemente 4,, 4,_1, :-- Anm gleich 
Null gesetzt, so bleiben in den zn ersten Horizontalreihen der Reihe nach nur 
1,2, 3,.... zm Elemente, welche nicht Null sind. Sie bilden das System 

Bi 

Bas Zu 


RER Ba—m+2, .... B,: 
Es ist nur eine Combination derselben, nämlich B/: möglich. Daher ıst B} 


Factor der Determinante Ay»„_ı, welche hier gefunden wird. Es verschwindet 


n 
also Ay,_ı, wenn B,=0 ist; doch haben dann die Gleichungen IB." =V 
0 


n 


und 24,.0”"—=0 die Wurzel @—=0 gemein, welche ausgeschlossen ist; daher 
0 


muss der andere Factor von Aa„_ı, den wir durch A’&n—ı bezeichnen wollen, 


n 
verschwinden, wenn YB.ar“=0 und F4.a””“=( eine Wurzel gemein ha- 


0 
ben. Es ist Au-1=0 die bekannte Eliminationsgleichung der gegebenen 
Gleichungen ohne einen ungehörigen Factor. Die übrigen Bedingungsgleichun- 
gen (18.) erleiden unter der Voraussetzung, das A=A-1=.. = An-m+1=0V 


Ist, geringere Abänderungen als Aun—ı. 


rn 
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10. 


De curvis catenariis sphaericis dissertatio 
analytico - geometrica, 


(Auct. Dr. Christoph. Gudermann, Math. Prof. ord. Monast. Guestph.) 


1. 


S; puncta fıli gravitate aequabiliter affecti extrema cum duobus punctis 
superficiei sphaericae firmiter coniunguntur (in huius superficiei parte su- 
periore), tum gravitas, tum forma superficiei efficiunt, ut omnes fıli partes in 
superficie sphaerica positi formas sıbi induant determinatas curvae cuiusdam 
sphaericae, quam dicimus catenarıam sphaericam, dummodo filum est abso- 
lute flexibile, et frıictio omnino abest. Meditatus de curvis catenarlis proposuı 
problema de ıpsarum figuris mathematice determinandis, cui quaestioni egregie 
respondit Ill. Dr. F. Minding ın huius Diarii vol. XIL, quo loco simul in- 
venit, curvas calenarias sphaericas esse eas, ut ipsarum centra gravitatis 
ınfımum locum petant atque teneant; quia vero inventa curvae aequatione 
problema religuum non tetigit celeberrimus auctor, ipse illud solvendum nunc 
suscipio, ob eam potissimum rationem, ut insignibus curvarum catenariarum 
sphaericarum proprietatibus delectentur geometrae, qui in eiusmodi studiis 
versantur et delectamenta quaerunt geometrica. 

E principiis mechanices nota sunt aequationes differentiales generales tres: 


dm. 23) 
mag“ +nU+X=0, 
dm. 

55 +n.V+Y’=V0(, 
dm. 23) 
—.,.+n.W+Z=V0, 


in quibus U, W, FV sunt coefficientes in aequatione superficiei differentiali ob- 
vi: Udx + Way + Wdz=0; a,y,2z sunt linae coordinatae tres puncti M 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIH. Heft 3. 25 
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ad catenariam pertinentis; A, Y, Z sunt tres vires, quae filum affıcıunt ın 
directionibus ad coordinatarum axes parallelis; m est vis filum in puncto M 
tendens, zı est vis filum in M versus superficiem premens et 9s est differen- 
tiale arcus curvae catenariae relatum ad ipsius punctum M. 

Ut superficies curvae sit sphaerica valet aequatio + y’+ —1=V, 
quare est Ü=2a, V=2y et W=2z. Gravitatis directio per sphaerae cen- 
trum transeuns superficiem secet in puncto superficiei supremo O, conıuncto 
cum punetis A, Y, Z axium ad superficiem pertinentibus per arcus cırculorum 


maximorum OA =a, OY=P, OZ=z, et distantia OM = «e sit. Nota est 


formula 





l. cose=xc0os@a+y cos +2 cos y. 
Est insuper A\=— gcosa, Y=—gcos f, Z=—gcosy; sıt gravitas =, 
ideoque X\=— cosa, Y=— cos f, Z=— cosy, si gravitas = 1 ponitur; 
quare nunc valent aequationes tres differentiales: 
a 16) 
O (m. PL d (m. 5) 
C . 
. = — == c I 
tr Zn cos a, 5 + 2ny=cosß, 
O2 
O(m.z—) 
Os 2 
Is + znz = cosY, 


quae evolutae fıunt 
O°x om 9x 





Mm. + a To 2nx = cos a 
N2 n 
a N | 
2. mat a5, + zny = cos pP 
O°z Om ©9z 2 
Ms Os . Os nz u COS Y- 


Qua @+y’+2’=]1, differentiando obtines @dx + ydy + 292 =0 et ax 


+y’y + 202 —=— ds, et e formula da? Hay’ +9°—=9ds’ obtines Ix9%r 
+aya’y+9z9’z=0, si 95 est constans. Quare sequitur, multiplicando aequa- 
i j Ox Oy ' ’ Oz 

tıonem prımam factore Ip’ secundam factore 5, et tertiam factore 5, et mul- 


tiplicatas addendo: 








Ir O’r+9y9’y+920°z 9x+9y’ +92? Om 2n(2dr +y9y-+202) 
ds? Bu ds? ds Stille 


IT C0S @-+9y cos P-+O2 COS y 
= u. Br ven 7 er 


2 


sive simplicior aequatio Im=dx cos a+9x cos P-+92 cos y, cnius ıintegralis est 
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3. m=xcosa-tycosß+zcosy+e, sve m=e+.cose. 
Si vero easdem aequationes multiplicas factoribus x, y, z, et multiplicatas col- 


lıgis in summam, oritur 


x.9°c+y.9°y+20°z zOÖr+Y9Yy+292 Om ' Ä - r 
mn = 2° RER.» 0: SE > =. + Zn(a?+y’+7°) 





= x cosat+ycosß-+2cosy, 
ideoque -—m+2n=m— e, quare est 


4. n=m-—Ye sve n=le-+cosv. 


Formulis his staticis determinatur tum vis filum tendens m in M, tum vis 
filiı punctum M versus sphaerae superficiem premens, dummodo pro harum 
virrum unitate habes gravitatem g ipsam. Aequationem ‚geometricam, scilicet 
eam curvae catenarlae, ipsius hoc modo invenis. E duabus primis aequationi- 


bus (2) eliminatione quantitatis 2 oritur primo: 


yoa?’r— z0’y Om ydz— dy a 
m— a +7  =ycosa—xcosß, et dein 








„m(ydr—zd ’ 
( (Y ZEN) = (y cos a — x cos P)9s, sive 


. im(ydr— rd) y T . 
O y J ) = kn > ze B. Dar ef parıter 




















cos @ cos B.Os cos & 
m(z0y — y92) 2 y\.; 
o( )=(- - z2,).0s 
cos c08y.ds cosy cos 4 
„m(z292— zOr) x zZ 
A) ( 
c0S & 6085 y. Os cos « cos y 


quare harum aequationum summatione oritur 


ge +3 nit BU „sn +8 (7-2) u 
c0s«@ 6089.08 c0S 5 c08yY. 08 








c0S & 608y. 08 
et integrando invenis 
cosy.m(yox— ady) + cos a. m(zdy — ydz)+ cos d.m(x92— 280) —=h.os, 
vel sı mavis 
3. (wcosa+ycosd+2cosy+e) (cos yy9x-ady)+cosA(x92-290)+cos alz9y-y9z)) 
—h.ds, 
quae est cureae catenariae sphaericae aequatio dıfferenlials primi ordınıs, 
ın forma quantum fieri potest generali, continens constantes duas e et h, quae 


ab integrationibus originem ducunt. 
Curvam sphaericam recıiprocam dicimus eam, cuius singula puncta sunt 


centra sphaerica circulorum maximorum eorum, qui curvam catenarıam tan- 


gunt, et quae ideo quadrantis longitudine distat in quolibet puncto a curva 
25* 








192 10 Gudermann, de curvis catenarüs sphaericis. 


hac. Si punctum M' curvae nova reciprocitatis lege conıunctum est cum puncto 
catenariae curvae M, et x“, y‘, 2’ sunt puncti M‘ lineae coordinatae ad easdem 


tres axes rectangulares relatae, valent formulae 





yoz!— z’dy' dr — r'dz‘ zdy —ydr‘ ; 
ng et ınversae: 
ee .. a EEE ee 
u Se ee Be 


in quibus ds‘ est differentiale arcus curvae reciprocae ad punctum M’ relatum. 
Sı formulis utimur his, ex aequatione (5) illico deducis aequationem curvae 
reciprocae differentialem hanc: 
(z° cos a + y’ cos ? +2’ cos ,) 
(cos y(ya—ax’ y')+ cos Bla'd2’—z'da°) + cos a(z’dy'—y’dz’)+ eds‘) = hds‘, 
6. {sive (a’cosa+y’cosß+2z°cosy) 
(cosy.(yox' — a’dy')+ cos ß.(v’9z'— 29x’) + cosa (2'dy'— y'dz’)) 
‘ —=(h-e(x'cosa+ y’cosß+2’cosy)).9s‘, 
quae similitudinem quandam habet cum aequatione curvae catenariae, et pror- 
sus cum illa congruit, si constans e=Ü est; quare hoc quidem casu etiam 
curya reciproca est linea catenarıa cum primitiva congruens. 
Ex aequatione (5) sequitur etiam haec: 
(x cosa+ycosß+2zcosy+e) (a’cosa+y’'cosß+z°cosy)=h. 
Quare sı punctum superficiei sphaericae supremum 0, quod cum puncto M 
coniunctum est arcu e, coniungis cum puncto reciproco M’ arcu OM = «‘, 


valet aequatio sirnplex 
7.  cose’.(cosete)=h. 


5, 
Si punctum Z coincidit cum puncto superficiei sphaericae supremo, 
Aequationes erutae nunc fıunt simpliciores, et quidem curvae calenarlae aequa- 


tıo differentialis nunc abit ın 


(2+ 0). (yda — a0y) = h.ds; 


aequatio curvae reciprocae nunc est 
z/(ydn! — ady') = (h — ez‘)ds’. 
Aequatio denique (7) nune abit in #Z(z+e)=h. 
Sed coordinatis nune utamur sphaericis. Linea abscissarum sphaericarum 
sit circulus maximus horizontalis, cuius igitur centrum sphaericum est punctum 


sphaerae supremum (0), et in quam a puncto M demittamus applicatam sphae- 
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rcam PM =y. Ponas igitur sin y loco z et cos’ y.dx loco ydar — xdy, 


quare aequatio differentialis lineae catenarıae abit in 
1. /sıny-+ e).co®’y.dx —= h.ds 
unde, quia 95? = dy? + cos’y.Ox” est, derivabis has: 
2 pn =Eh.öy 2} 
1 cos yY(cos?y(sin y+e)’—h?)’ 
+(siny+e)cosyay 
— Vleos?y(siny+ e)’—h?)' 








Ambiguitates obviae desinunt, si initium abscissarum et initium arcus deter- 
minamus ita, ut crescente applicata y abscissa & et arcus s aut pariter crescant, 
aut decrescant. 

Si in eandem lineam abscissarum a puncto reciproco M’ demittimus 
applicatam P'M'=y’ et absciıssam x’ denominamus, aequatio curvae reci- 


procae fıt 
4. sin y.co®y'.da'—=(h — e sin y’).9s’, 
unde parı modo quo antea derivabis 
8 igob-ä a Fe sin y').9y' au 
cos y'Y (sin? y' cos’ y'—(h—e siny')?)’ 
6. 3 =: ‚sn gro 2a  ; 
V (sin? y' cos? y' —(h—esiny')?) 








Nexum inter applicatas punctorum reciprocorum exprimit formula 
7. z(z+e)=h, sive sın y(siny+e)=h. 
Vires m et n variabiles quidem sunt, at differentia ipsarum est constans, vi- 
dimus enim esse 
| m=n-+3e. 

Si quantıtas constans e=0, est m=n. Curvam nunc decimus parabolicam. 

Si e est quantitas negativa, in quolibet curvae puncto est mn, et 
curvam hoc casu descriptam dicimus ellipticam. Si denique e est quantitas 
positiva, in quolibet curvae puncto vis tendens vire premente major est, et 
curyam tunc dieimus hyperbolicam. Hacc sufficiat divisio in disquisitionis 
initio. Quia permutando +e cum — e in formulis differentialibus modo pro- 
latis idem efficitur, ac si applicatam 4 permutamus cum — y (et pariter y’ 
permutamus cum — y’), concludimus, curvam catenariam totam constare e 
duobus ramis, sive curvis a duabus lineae abscissarum partibus oppositis ja- 
centibus, quorum altera est elliptica, altera est hyperbolica. Si vero alter ramus 
est curva parabolica, etiam alter est parabolica, cum priore congrua. 

Si sphaerae partem superiorem permutamus cum inferiore, ramus para- 
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bolicus permutatur cum ramo parabolico congruo; at ramus ellipticus cum hy- 
perbolico, et hyperbolicus cum elliptico. 


3. 
De catenariis parabolıicis. 

Sı ın aequatione (2) artie. praec. ponımus e=0 et h= sin a cos a, 
abscissarum initio ta sumpto, ut crescente adplicata y crescat abscissa @, ha- 
bemus aequationem catenarıae parabolicae hanc: 

sin« cos @.Ody 
cos yY (sin? y cos?y— sin? «cos? «)’ 

sin« co0s«@.Oy 


— cosyY((siny—sin«) (608 «—siny) (Siny-+ COS) (sin y+sine)) ' 





dx = sıive 





9 
pe! 


Si igitur a Ir et;mr —a=a/, ideoque a’ >4r sumuntur, applicata y erit 
inter fines a et a‘, et sita est curva inter duos circulos minores e centro 
lineae abscissarum radıiis a‘ et « descriptos, quos ascendens ab inferiore ad 
superiorem et descendens a superiore ad inferiorem alternatim tangit. Quia 


enim, si A est angulus, quem applicata % puncti M facit cum circulo maximo 


curvam in M tangente, formulae generales tang \ = cos u: cosA\= 3, 
a Or 
sıunA\=cosYy. ds praebent 
2 sın = gt e. 
sin 2y’ 


- 


perspicis, esse angulum A=3;r, si y=aetsiy=a‘ Si applicatae duae y 


3 
et y’ sumuntur, et angulı A alter valor A est, A et A’ diversi erunt, si 
y+y Zin; sı vero y+y'=3;7, erit sin 2y' = sin 2\, ideoque X=X, 
Angulus % est minimus et quidem = 2a est, sı applicata y est media inter 
extremas !(ata’) = im. 

Formula inventa viam monstrat, qua inveniatur cırculus max. curvam 
in M tangens. Applicatam PM = y ultra pedem P prolonges, ut prolongatio 
PM = PM=y sıt, sve MM’ = 2y, (punctum M’ erit ramı coniugati pun- 
ctum), et e centro M describas circulum minorem radio = 2«a; sı dein e puncto 
M ducis circulos maxımos duos, qui circulum illum minorem tangant, ıpsarum 


unus, et quidem is, quae applicata illa y minores transit, tanget et curvam 


nostram parabolicam. Si V est ipsius contactus cum circulo minore, triangulum 
lacıas MM'N, cuius hypotenusa erit MM' = 2y, cathetus M’N = 2a, angulus 


N est rectus. 














10. Gudermann, de curvis catenarüs sphaericis. 195 


Vertices curvae sunt ea ipsius puncta innumerabilia, pro quibus A =!r, 
. e. ea puncta, in quibus curva tangit circulos supra descriptos minores pa- 
rallelos. Sit A curvae vertex inferior et B curvae vertex superior subsequens. 


Arcus curvae AM et BM computatu facıllımı sunt. Sı arcum AM=s 











, / sin y cos y.Oy sin 2y.9y 
Jonımus, est s = : = TE er 
PER, CR «e Y(sin?y cos?y — sin?’ae cos?« Je Y(sin?2y — sin? 2« 

„ 608 2y 

‚ cos 2« let fi ’ cos z“) i 
— 1 am a are v 5s=5 arcco Pre un SIVEe ers: 

ER u 2, quare valet formula ; ATC COS ( 059.) SIve inversa 

Fa / — 

g cos? 2« 


3. cos 2y = cos 22.c0s 2s. 

Hinc perspicis esse trianguli M'MN cathetum MN=2s=2. AM, quae 
est curvae reclificatıo geometrica. E formula (3), ponendo y= a, invenis esse 
cos(2.AB) =— 1, ideeque Ab= ir = quadrantı circuli maximi; quı valor 
est memorabilis, quum a curvae parametro sive constante « non pendeat. Sit 
2A area trianguliı MM’, est tang A = tang 3 WM .tang 3; V\M' = tang a.tang s. 
et videbis, etiam curvae guadraturam cum hac area esse coniunctam. Sı f est 
area inter curvam AM, inter applicatas punctorum 4 et M et abscissam in- 


terceptam x, formula notissima 9 = sin y.9x praebet 


_ [ sin2e.tangy.oy __ [ tangadtangs f dtang A 
= « V(sin’2y —sin’2«) Jo 1-+tang?«.tang’s — Jo 1-rtang?A 


quare est /=AU, swe semissi areae trıanguli characteristici aequalıs est. 








Area, quae ad quadrantem AB pertinet tota igitur est =}. Si punctum M 
est tale, ut ipsius applicata y sit = 7, est s= ir, quare punctum M in arcu 
AMPB est medium, ı. ee AM = BM. Hinc sequitur aream modo dictam totam 


applicata PM tunc ın partes dividı, quorum minor =« et maior = a’. 


3. 


Jam supra (in artic. 1) vidimus, curvae parabolicae curvam reciprocam 


omnIıno congruere cum ılla. Cum punctorum reciprocorum applicatae conmmn- 


ctae sint aequatione 

l. sıny sin y' = sın «.cos a, 
vides, esse yY=a,sıiy=a, etese Y„=asıiy=a/. Sı A est vertex re- 
ciprocus verticis A, et B’ est reciprocus verticis B, applicata verticis A’ est a‘ 
et applicata verticis B’ est a. Si igitur arcum A’M’'=s‘ ponis, formula cos 2% 


» 2 ’ d 
= cos 2u.cos 2s mutanda est in cos 2y’ = cos 2a’.cos 25’ =— cos 2a. cos 25‘, 


quare aequatio: 
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2sin?y.2sin’y‘ = 4sin’a cos’a, sive 

(1 — cos 2y) (1 — cos 2y‘) = sin’2« migrat in 

(1 — cos 2a cos 2s) (1 + cos 2u.cos 25‘) = sın?2u, 
unde deducis simpliciorem hanc: 


__tang s 
 tang «’ 


2. tang s’ 


quae nexum exprimit inter arcus reciprocos s et s‘. Quia supra vidimus esse 


tangf=tanga.tangs, pro curva reciproca valet formula tang f’=tanga’. tang s‘, 


tang s tang f 


sive tang f' = ange’ ideoque tang f“ = Tangia’ quae formula nexum perhibet 


inter quadraturas arearum reciprocarum. 
Sı radıum osculi sphaericum curvae primitivae pro Ipsius puncto M h- 


tera r obsignas, et lineam normalem signo N, formulae generales 





Oo sin y sin y 
aa Bluse 77 Eu. 2 
2sin?y 2sin?y ei; 
praebent has: tangr =— in du et tang N= sin?da: € quibus perspicis r et N 


esse magnitudine eadem et situ oppositas Iineas. Valor negativus ipsius tang r 
insuper indicat, curvam totam esse convexam versus abscissarum lineam. Quo 
cc sin’y ’ 
indicato formulam mutamus in tangr= enge neh Pro vertice A est y=a, 
ideoque r=a, et pro vertice B est y= a‘, ideoque r = a‘. 

Cum scimus arcum esse convexum, area f etiam computatur ope for- 
mulae = dr +R—27 +5’ sive /=A+s’— 3m, et pariter invenies formulam 
reciprocam f=4'+s— ;r secundum generalissimum theorema de curvis 
reciprocis ab auctore inventum. 


Formulam si exempli gratia prımam f=% + s’— 3m calculo vis com- 
tang / tang S—1 tang 2« 








‚robare, ın formula tang = ; = el 
probare, a [= tung Ir tung 7 substituas tang 5 
tang s i sin?s + tang?«.cos?s 
os’ = — qui fıun! A.tane s’ —1l= : 
tang Ss tang «’ pl nt tang A.tang s 1 (I- fang?) cos?s et tang A 


sin? s + tang? «.cos?s 
o Ss = re > . 
"ung tang «(1 —tang? «)sins cos s’ 








ideoque tang f= tang a.tang s; quod 


et supra Invenimus 


sin 2« .Oy 


31 ıationem x = is, 1 - 
Sı curvae aequatıone u c05yV Gin? 2y—sin?2«) ıntegrare vis, ıntro 





ducas arcum s’ curvae reciprocae ope aequationis 
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(1 — cos 2y) (l + cos 2u.cos 25’) = sin?2a 





1 
sive tang s»’ = unga‘ V(tang(y— a) tang(y-+«)) 


sin & 


* Äd [ . 
aquc x nn fe ‚Os aranda est c in- 
juo ft a I, ine " Pr s“, ideoque comparanda est cum ın 


_ — sin? s' 

cos 
tegrali 
in’a.dn'a. dn’u. du 

4 ie 

D’(u, a) =/, "1-—dn"a.sn’u 

) cos 2« 2 ö 
primo ponimus os, = 1 — tang’a = A, fıt A’ = tang a. Recepto modulo 


k sit s’ = amu. erit Y(l — 4? sin? s‘) = Y(l — A? sin?u) = dnu, 95‘ = dnu. du, 


ıdeoque 











sin « dn?u.du 
KT ß 2 a u 
o cos?« cos2« , 
1 — — — sn? u 
cos’« 
ö cos?2« h 
Si vero nunc ponimus —- = dn’’a=1— k’sn’”a, quo fit sn'a=tanga, sive 
co5’«@ oO 


sna=k, cna=k, 


tang « sin & 


k', : | 
eruis in’a.dn’a = av — k’,k?) = ky(1+k?) = ee unde 





perspicis esse 
v='D(u, a). 
< - N 
E forınula s’ = amu sequitur tang s’ = tnu, quare est incu = Eau Fr 


1 [3 [2 
= 03’ unde perspicis esse s= 3; — ameu. 


Abscissa tota arcui AB subtensa quia est A = ‘D(k,a), abscıssamn arcui 
BM subtensam invenis X — == 'D(k,a) — 'D(u,a). 

Sı x’ est abscissa reciproca, quae quidem subtensa est arcuı A’M’, 
formula ultima permutandi sunt arcus (47 — s) et s‘, quo sı mutatur z ın w‘, fit 


a" —='D(k,a) — ‘D(u, a), 


m — amu‘ et = amcu‘, unde sequitur u+w=k. Relatio 


wen 


qua ests= 
inter abscissas © et x’ est ea, ut differentia =’ — x sit complementum sub- 


tangentis, quae ad curvam primitivam vel ad curvam reciprocam pertinet, cum 
duae lineae subtangentes sunt eiusdem magnitudinis, et memineris, initia ab- 


scissarum x et x’ esse puncta e diametro opposita. 
Si ıgitur subtangentem curvae =! ponimus, ert — ac =ırT —t. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIIl. Helft 3. 26 








108 10. Gudermann, de curvis catenarüs sphaericis. 


Ouanmı legem generalem, sı calculo ipso volumus confirmare, e formulis tang / 
sin 2« vr | PR 

— ee N ur— 04 1 2 > 

= V(sin?2y—sin?2e) et tang tang A.sın y componımus 


sin 2e.sin: 
t—= — 7; quare confirmanda est formula 


tano FemTm ro 7... 
D V (sin? 2y — sin? 2«) 
‚ V (sin? 2y— sin? 2«) 
tale’ — ae nn 
s( v) sin Ze. sin y 


dn'a 
“ 4 nv — { s. ‘ f d PEEEEEEE _—— - 
Quia @ — == ‘D(k, a) — "D(k—u, a) — ‘D(u,a) = arc tang (,„„„snusneu), 


(Conf. $. 126. theoriae functionum modularıum et integralium ab ipsis penden- 


dn'a 3 





tum a me edito), est tang (=’—x) = maspusncu= VA + k").snusneu 
De I f 
cos2e . , On; ik 2cos a sin s cose Sins 
= — 7 ——— sin Ss C0s S. ula vero sin s’ = z ET 
cos?« sin « < . V(2(1— c05?2«cos 2s) sin y 


cos?2e.sinscoss cot«sins 


= ——, quae formula cum de- 
siny 





. d 
componimus tang (x — x) = sincos«siny 
Y (sin? 2,—sin?2«) 


cos 2 





monstranda iam congruit, dummodo substituas sin 2s = 
Simul perspicis abscıssam arcuı 3/M subtensam hoc modo exprimi posse: 

sin?’ 2, —sin?2«) 

sin 2« sin y 





| V( 

X—a='D(k —u,a) + arc tang ( 
[Conferas et dissertationem mathematicam inauguralem: „De curva catenaria 
sphaerica parabolica” Auctore Al. Cl. Perger, Berolini, typis Reimeri, Anno 
1838 editam ]. 


3. 
De catenarıarum ellipticarum et hyperbolicarum verticıbus. 


Aequationes relatae ad curvas catenarıas ellipticas nanciscimur, sı ın 
formulis articuli 2. ponimus — e loco e; quare aequatio huius curvae diffe- 


rentialis est 








d + hoay 
= — | Er hi 
cos yY(cos’y(sin y—e)’— h’)’ poOTro est 

+ cösy(siny—e).d 

08 = 7 2 ,- u A et 

V(cos?y(siny—e)?— h*) 
—hsiny.d 
= Ahsiny.oy 





cos yY(cos?y(siny—e)?—h?)’ 
sı s est arcus et / est area curvae ellipticae. ÜUt succedant integrationes 
harum aequationum, eruendae sunt valores ipsius y, qui efhcıunt, ut expressio 


Z= cos’y(sın y— e)”— h’ 


nihilo fiat aequalis, quo simul limites innotescunt, inter quos continetur applı- 
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cata y, quae ad curvae ellipticae punctum M pertinet. Si A est angulus, quem 


curva facıt cum applicata y et angulus non obtusus intelligitur, invenis 


Sa PR... 
sın = cosy(siny—e) et tang = 7° 





(uare vides quaestionem de resolvenda aequatione Z=0 coincidere cum quaes- 
tione de verticibus curvae, 1. e. iis Ipsius punctis, quorum applicatae sunt simul 
normales; et enim est angulus = }m, sı Z=(), sive si 
l. cosy(siny—e)=h. 
Resolvenda aequatio ın forma rationalı est 
2 — 2.2’? — (le) +2e.z + —e=0, si z=siny, et 
2" (1—e).2?+2he!+h’=0, si z’=cos y ponitur. 


Quia in hac aequatione potelas 2°” deest, concludimus, quatuor radices ipsius 


2. 


esse tales, ut earum summa sıt —=(). 
Ne resolutio aequationum harum biquadraticarum per regulas vulgares 
formulas producat abstrusas, disquisitionem alio modo incipiamus. 

St A=y’—0d applıcata verticis inferioris et B=y’+d ea verticis su- 
perioris, quae aequationi cos ysin (y—e)=h satislacient, si valent aequationes 
sin (y —6) cos(y’—d) — e cos(yV—d)—h=V, 
sin(y’+6d) cos(y’+d) — ecosyrd)—h—=0, 

e quibus prodeunt valores 

— c0s27/'.c0s d 
sin y 

Quia d<!r, ut e sit quantitas positiva, arcus y’>4r sumendus est. Fiat 


a 08 (y' +6) cos (7'—ö) 
et ı = tang y' “ 








e = 


y+y'=inr et y<in; enit 
cos 2y.cos ö sin (y—6) sin (y-+6) 
-. ah ) 
cos y coty 
Quare ut h sit valor positivus, d<“y sumendus est. Quare sunt 


3. A=!r—y—d, B=:7T— y+Jd 





unde, quia y<!r et d<y, perspicis, applicatas A et B esse positivas. Elımı- 
natione arcus d prodit aequatio cubica 
2h e? 


— 
_——- — 


4. sin 2y cos?2y 
+ 2? — (1-—e)yp— 22h —=0, 


l, sive 


! j . cos 2y cos Ö 
cuis una saltem radıx nota est e = sın 2y, ıete = ee 
‘ 





_ sin?y—sin?d 
coty i 


= 
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u j e 1 R 
Si in aequatione praecedent —— - — ——  yjce versa est 
N N edente ponimus 5652, cosy, Vice versa 
cos 2y cOSy 
- a ” DR 2 ER... 3 
D. = Toy’ 2h = sın 2y.tang’v, cosd= ee. 


Arcus nunc Yy et v» pro arbitrıio sumimus tales, ut y<4r et v<y sıt, ne d 
fıat arcus imagınarius. 

Aequationı primae biquadraticae sunt radices 2=sin A et z= sin B; 
duae reliquae sint z=— sin C et z=— sin); pariter alterius aequationis bi- 


d 


quadraticae radices duae sunt z=cos A et z’=cos B, duae reliquae igitur sint 
"—=—cos( et ?=—cosD. Quare valent formulae 

cos A+ cos B— cos C— cos D=V; sın J+sın B— sın C— sın D=2e; 

cos A.cos B.cos C.cosD)=h}; sin A.sınB.sınC.snD=h’—e, 
et quia ex antecedentibus componimus 


(sin?y— cos?y cos’v) (cos’y—sin?ycos?v) 




















ee cost» 
6. cs A+cosb= lan sın A+snB= —, 
in Me AR ee a cos A.cos B = cos’ytang?v, 
prodeunt novae 
’ | cs C+cosD= u, sınC+snD= nt, 
io. a a 2, 
cos C.cos D = sin’y.tang?», sın C.sın D= nn 


Sı ıgıtur ponimus C=a—d‘ et D=a+L6', erit cos( + cos D = 2cos« cosd“ 





2sin vcos Y sin? Py 
Rain yon .n . 2. S . 
= —— et sin C+sin D = 2sın a cosd’ = ——-, unde concludimus tang «a 
cosv cosv 
,‚_.sıny j a 
—=tang y et insuper cosd’= „,,,. Yalores modo eruti conditionibus antece- 


dentibus satisfaciunt omnibus, quare formulıs 








“jd=ı0—-y—Jd =y—6‘ 
8. | ‚ addendae sunt 
> 1 ‘ 
(B=eit—y+J D=y+J6‘, 
in qubus y—ir, et arcus d et d’ determinantur formulis 
...6008y ‚  siny 
9, = - oe O. m r- 
9.  cosd et — 


ın quibus » est arbitrarius arcus arcu y minor. Quia siny<cosy, vides esse 
10. S‘>2d ea “<;r—y. 
c082y 


> a — — > —— a 2 ’ E - z ” 
Positis ergo e = Fe et A=sinycosy.tang“v, est forma biquadratica 

















10. Gudermann, de curvis catenarüs sphaericis. 207 


2’ — 2ez? — (1—e?)’+ 2ez + h’—e?—=(z— sin A) (2— sın B) (2+ sın O)(2-+sin J)), 
2" —(1— e?’)’+2hez+ h’=(z— cos A) (z2— cos B)(z+ cos C) (z+ cos J)), 
ıdeoque 
er A) (sin B—siny) (siny+sin Ü)(siny+sin J)), 
\cos’ysin(y+e)’—h’=(siny—sinC) (sin D—siny)(siny+sin A)(siny+sinB), 
N sin?ycos?y-(h+esiny ?>=(siny-cosB)(cos A-siny)(siny+cosC)(siny+cosJ)), 
sin?ycos’y-(h-esiny)’—=(siny-cosD)(cosC-siny)(siny+cos A)(siny+cosB). 
Si in aequationibus his sumis sin y= 1, ideoque cos y = 0), invenis relationes 
particulares 

h’=(1— sin A)(l— sin B)(1+sın C)(1-+sin D), 

= (1-+sın A)(1+sın BD) (1— sın C)(1— sın D), 
(h+e)’=(1— cos A)(1—cosB) (1+cosC)/1-+ cosJ)), 
(h—e)’=(1-+cosA)(1+cosB) (1— cosC) (1— cosD)). 
Ceterum raliones quantitatum A, B, C, D sunt eae, ut sit 

U-A<-B-D, ideoque 
13. sın C< sin A< sın B< sin D 


cos C> cos A>cosB>cosD, 


12. 


quibus addımus 

14. A+B+C+D=n. 
Qua ’<5r—y, est y+d’<;r, quare est applicata absolute maxıma Im. 
Ut applicata minima C=y—6’ sit positiva, vel saltem non sit negaliva, d’ non 
maior arcu Y esse debet, quare cos d” non minor quam cos y, ıdeoque 
sin y 
cos v 





non minor quam cos y, id est 
tang y non minor esse debet quam cos ». 


Quia » <y, ıdeoque cos v>cosy, functio tang y<“cosy esse non debet. Sı 
tangy=cosy, est y= 38° 10°5“, quare arcus y sumendus est inter Iimites 
38° 10° 5“ et 45°, ne applicata minima ( = y— 6 fiat negativa. 

Applicatae % limites ın ramo elliptico quia sunt A et B, curva haec 
continetur inter duos circulos minores descriptos e centro lineae abscıssarum 
radis at — A et 3m —B; curva duos hos circulos alternatim tangit; tum as- 
cendens a circulo inferiore ad circulum superiorem; tum descendens ab ho« 
ad ıllum. 

Pariter curva hyperbolica est inter duos circulos minores e centro op- 
posito descriptis, quorum radii sunt 3nX—C etir—D, et qui a curva hyper- 


bolica alternatim tanguntur. Curvae duae coniugatae permutantur, si permutamus 
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e et —e, in quo simnl permutabis y etin—y, detd‘, AetC, Bet D, dum 
constantes A et » manent eaedem. 

FE, ratione quantitatum » et y quinque casus diversi sunt distinguendi. 

. Sıv <y, et v <;m, ideoque v<jm—y, quare d et d“ sunt simul 
reales, ideoque rami duo coniugati sunt simul reales. 

1. Sıv=y, est d=0 et cosd’=tangy, ideoque 6’ realis est. Inter 
quatuor applicatas A, B, GC, D duae primae sunt aequales, quare ramus ellipti- 
cus nunc est circulus, cuius radius =3jr— A=}r—B; ramus vero hyperbo- 
licus realıs est. 

ill. Si » est inter fines y et gm — y, arcus Ö est imaginarius et 
d‘ realis; quare ramus ellipticus ipse est imaginarius, et ramus hyperbolicus 
realis est. 

IV. Sıv=;r—y, arcus d est imaginarius et 0; quare ramus el- 
lipticus est imaginarius et ramus hyperbolicus est circulus, cuius radius = }r 

C=ir—D. 

V. Sıv>3m—y, arcus d et d’ sunt imaginarıi, ideoque imaginarii 
sunt duo rami coniugatı. 

Si in casu I. applicata C est negativa, ramus hyperbolicus geometrice 


quidem realis, at statice imaginarius est. 


6. 


Sit igitur r<“y, ut duo curvae ramı sint simul reales, sint porro a et 
3 arcus duo novi, quorum quisque <;x, et quorum complementa a'=3r—a, 
#=ır—ß sint. Ponamus, quia od est, 

I=ß-eae et = PP -a=ınr a —P, 
ut habemus formulas elegantiores 
’ \A=sır +a@e—-ß-y, B=zın -a+ß-y, 

C=a+ß+y- m, D=iın-a-Pß+ry, 
quae applicatass ABCD trıbus ex arcubus «, 2, y constituunt. Quia nunc est 


cos y a sin y 
cos (A—«) = _ et sn(c-+P) = 205,’ 


eliminatione arcus y prodit acquatio 


2, = Y(1-+ sin 2« sin 28), sive tang » = Y(sın 2«. sin 2), 





cos v 
et eliminatio arcus » praebet aequationem 
sin(?-+«) _ tang «-+-tang ? 





tang Y = os (#—«) 1 +tang « tang $’ 
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quae eiecto arcu » relationem exprimit unicam inter arcus tres «, d,y con- 
ditionalem, ıta ut e binis pro arbitrio sumptis computari queat terlius. Est ea 
inter Ipsos ratio in genere, ut sit 
3. a<ß<y<in. 
Quia est tang y=Lang GL (2e)), targd=Tang(5Li2P)) et Zange=tang (32 (2«)), 
substituendo invenis Tang(32(2y)) = Tang @L(2P) + 3%(2=)), quare relatio in 
forma simplicissima haec est: 
4. 22y) = 22) + 829) 


sive: tang @.tang = tang @ + tang P — tang a. Facıllımo negotio erues 











formulas 

; sin(@+ß) cos ($—«) sin(#+«) 
Ny= 77 vr - : cosy= — are - tangy= re rt 
(1-+sin2«sin2/) Y(l+sin2a«sin2/) cos(#—«) 

r sin(y—«) cos(Y+«) sin(y—«) 
v. siny> , -——  ——-—; cosß= ——  tangf= —— —:; 
’T yd+sin2esin 2,)’ " ya—sin2esin2y)’ ET cos (+@) 

j sin(y— , sin(y—/ 

sin«= mp) :  c0se= ara. tanga= un 1 Bd 











V(l—sin2/sin2y)’ V(l—sin2/sin2y)’ cos (y+P) 
Adıumento functionum hyperbolicarum aequationem (4) facillime transformas 


In sequentes 

















RER sin 2« + sin2/ nah cos2« cos? ae _sin2e+sin?2/ 

“ 1-+sin2«sin2/2’ ‘ 14 sin2esin2?? 7 cos2a.cos2B’ 

‘ . oo... Sin2y—sin?2« cos2« cos2y sin 2y — sin?« 

6. sin29= —.?- ———, 00529= —— —, tang29= —— —, 
1 —sin2e sin 2y 1—sin2«sin 2, cos 2« cos2y 

sin2y— sin? cos2?c0s2y sin 2y — sin 29 

sin2«= 4 Free P cos2« = mt, tang 2a —— EC; 
1—sin2/sin 2, 1— sin2?sin2y cos 27 c0s2y 

ita ut sit: 


\ sın 2a sın2ß sin2y=sın 2@+sin22— sin2y, quemadmodum 


| tang@.tangß. tangy=lange + tang ?— tangYy. 


cos2y 


Formulae 2h=sin 2, ır ete= —— ig in has: 
ın Zy.tang’v et e= —,;, nunc migrunt ın ha 


2h = sin 2« sin 22 sin 2y = sin 2@ + sin 28 — sin 2 
e = V(cos 2@.cos 2ß.cos2y). 


Aequationis cubicae supra inventae © + 2A. — (l— e)e —2h=0 radıx una 


8. 


erat e= sin 2y; sı reliquae sunt 0 et o°, est 
et +et7=— 2h et v.0.0' = 2h, 


quare ınvenis 0 +0"=— sin2@—sin2ß et v°.o=sin 2«sin2ß, unde concludıs 


esse # =— sın 28 et #”=— sin 2@. Aequationis cubicae 
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ö (®+2h.rr— (1-e)e—2h=0 radices igitur sunt 
w; '— sın 2, — sın 2%, + sın 2y. 


Insuper obtinemus aequationem 
10. 1- e*= sin 2« sın 2y + sin 2P sin 2y — sın 2a sın 2. 
Sımmles inventae in artic. 9. aequationi (4) nunc sunt 
1 e? 2h 1 e* 2h 1 e? « 2h 
 ,008°2, sin2,_  _cos?22 m sin2# 4°  cos?2« sin 2« 








Brevitatis causa ın sequentibus plerumque utımur signis his: 
sın A=a, sn B=b, sın C= ec, sın D= d, 


cos A= a, cos B=b'}, csC=c‘, cos D = d'‘, 


quae quantiıtates sıc exprimuntur: 





‚a=sın A=+ cos (B+y— ao), a =cos A= sın (B+ry-—a), 
| = sinB=+ cos(a+y—P), 4’ =cosB= sn (a +y—P), 
12 N ge et a 
ce = sın C =— cos(a+P+Y), ce =cosC = sin(a+ß+y), 
.d=sin D=+ co(a+Pß—y), d= cos D= sın(a+ß—y). 
Si uteris formulis (5), evolvendo et reducendo invenies et formulas elegantiores 
\ a’ = 2cos a sin ß cos y, b' = 2sın a cos ß cosy, 
u wien j 
‚ec = 2cos a cos sin y, d’ = 2sın a sın P sın y. 


- 
d 


Quia 2'- We —(1-e)2’ + 2ez+h’—e= (2—a) (2-6) (2-+c) (+d) 
est, evolvendo obtinemus formulas 
Ä .=arb-c-—d, 
\ 1-e=(a+rb)(ce+d)— ab — cd, 
. | ET PS TE 
?— = abcd. 
Pariter aquatio !—- (1-eV2’+2hes+h’=(z—a’) (s—b’)(z+c‘)(2+d’) praebet 
V=a+b —- cd! - d, 
1— = (a +b) (ce + d) — at! — cd, 
” 2he = u'b/(c + d') — c’d'(a! + 6°), 
= «ab’c’d'. 
Quia aequationi cos ysin(y—e)=h satisfaciunt yalores siny=a et cosy=a'; 


pariter sıny=b, cosy=b'; in y=—c, cosy=—c'; ıny=- d, cosy=-d', 


oriuntur aequationes quatuor 


8. ala-e)eh, blb-e)=h, c(c+e)=h, d(d+e)=h, 


























10. Gudermann, de curvis catenarüs sphaerieis. 205 


e quarum combinatione oriuntur formulae 


aa’ — bb‘ _ ad— _ ce ada—dd bb — cc’ bb’ — dd’ dd —.cc' 





u 
b=a A+C nt u ge u 

fe a „U___ ‘=, / 7 / “nu 
>. h= _y. ab = de .E° ad = „b’e‘ =, MER d= - £E. 
oh ; f EN u gr a)(d— 
E formulis his multiplicatione obtinemus A? = @ ae sa bed, et quia 
= ab’ cd’, invenimus 

| (b — a) (d — c) = (a’ — b') (ce — d’), 

6. Kate) (b+d = (a + c‘) (b’ + d’), 

(a+d)(b+e)= (a + d') (kb + ec). 
E formulis (12 artic. praec.) componimus a—c = 2cos(? + Yy)cosa, 
ac =— cos’(P+y)+sin’a, 1— ac” cos’«+ cos’(P+Yy), quare oriuntur 


formulae 
Y(O+a(l-e))=cosa+cos(?+y); V(A-a)(l-+c)) = cosa— cos(?+Y), 
\ (dA—b)A+D)= sin a+sin (y— 6); Y(A+b)(1-d)) = sin a — sin (y—}), 
(| (A+c)(l-a‘),)=sina+cos(y+P); Y(A-e)(l+a‘))= sin a — cos(y-+P), 
1 (A+LÖ)1-d))=cosa+sin (y—P); VlA-LY)A+d)) = cos a— sin(y—Pß), 
quae adiumento formularum (5) ulterius transformarı possunt, dummodo 
substituis 
cos(y+P)=cosa. Y(l—sin2Fsin2y) et sin(y-— PT sinay(l—sın2P sin 2)). 
Superest ut valores productorum aequalium (6) eruamus, quarum ratio 
est ea, ul sı ponımus 
! = Y(l(a+d)(b+e)) = Y((a’+d)(b'+c)), 
Y = Va) (de) = Va bye — N), 
st YV(P—/) = VYlla+e) (b+d)) = Ylla’+ ce) (b‘+d')). 
Invenimus autem valores 
/ = Y(sin 2? (sin2y-+sin2a)) = Y(2sin 23 sn(y+a) cos(y—a)), 
s. !’ — Y(sin 2y (sin 2% —sın 2a)) = Y(2sin 2y sin (3 —a)cos(P-+«)), 
V(?— 1°) = Y(sin 2a (sin2y+siın2/5)) — Y(2sin 2a sin (y-+P)cos(y—ß)). 


Si vero formulas (4) ad usum vocamus, facıllıme invenies 
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/ Vllaa —da')(bb'—cc")) cos2? 
| im” . - BE (sin (2y— 2x) sin (2y + 2%)), 
| V((aa'—bb')(dd'—cc')) _cos2, 
9. ( "= ( E —nt = —.y6siin (23— 2x) sın (2% + 2«)), 
R . V ((aa!— ce‘) (bb! _ dd! os 20 
| = Fuza ni = ——} (sin (2y-+27) sin (2y—29)) 
E formulis his computus quantitatum 4, 2 et V(F—/”) est expeditissimus. Sı 
RL WR LATE. »....; 
ıgıtur ponmus = 7 et vv = r ‚est 











FR sin 2, ‚sin(5—«) c0s(?+.) cos 2y sin (25 — 2) sin (25+' 2) 
sin2 PsinG +0) 08 (y—e) = 00523 V sin (2; ‚— 20) sin (27 +20)’ 
ii een y+P)ecos(y—P) _ 008 2« y /sin(2y +27) sin (27— 27) 
] sin (2, — 2) sin (27 — 2e) 


10. 


sin?# sin (} a cos 2 


=, 
MD arcu catenarıiae elliplicae AM et de stus complemento BM. 


In disquisitionibus de catenarıis parabolıicis iam vidimus, harum cur- 


varım rectificationem esse facıllımam; quam ob causam primo proponimus 





problema de catenariarum ellipticarum rectificatione. Quia applicata PM=y 
puneti M in catenaria elliptica sita est inter limites sive applicatas 1 et B, 
quae ad verlices curvae huius perlinent, sıt „I vertex inferior et P vertex su- 
perior curvae ellipticae, ut applicata verticıs A sıt A et applicata verticıs 5 | 
st DB. Punctum M curvam inter vertices A et B contentam dividit in partes 


AM et BM= AB— AM. Quwa arcus AM crescit erescente applıcata y, est 


' (sin y—e) c08S y.Oy 25 
m) CAS FE. 


si brevitatis causa ponimus z=sin y et Z = cos’y(siny—e)’— 
- (2 — a) (b— z)(z&+c)(z+ d) 


Qua est z inter Iimites @ et Ö, ponamus 














z—(d ’ a+brt? 
Im r.i‘, el vice versa z= we & 
02 2 2. vr. Of : a 
unde componimus vz = re ard+Üra ri; quare si sumıtur 
b+c b + d. 2° . 
a rmle ah “. ınvenis 
(a+c)(b+d) _4+€ 02 2Vr 07; 
(ard)(b+0)’ "  dre " YVZ  Vllaxe)(a+d)) " V(Cl+2)(1+4R2)) 


DB l? N 


jrrengg l E 
siıve A = | u et A = j> sıve 
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en a ee AT. 
I (a+d)(b-++c) r : Zu 


ot 
= YlH+E)VAHRR) 
Moduli 4 et 4‘ et divisor / constans ın arlıc. praec. formulis exhibiti sunt ad 


1/9 3-4 
E formula r.? = jZ, sequuntu 


si habıta ratione ad modulum / sumitur !=tn v, quo fit e — 


caleculum numericum aptissimis. 


/(b+c)(z—a) /(a+d)(b—z) 








ine = Veayogd-a; fner=] (B+d)(s—a)’ 

BR N Verrer. 22. Y/a+d) (b—2), 

N ng (b a) (c+2) ’ .—_, Vi (b— a) (d+-z) t 
i RORU V /(a+e) 2) a u y /b+d)(z—a) 
MEY (b-a)(c+2)’ 7 (ba) (d+2)’ 
Pre BER +4) ee) 


et formulae inversae totidem, quarum notatu dignissima est, 


(b— a)(a-+c) sn’v 
D+c— (ba) sn?v 


_ (b+e)a-+(b-a)e.sn’v 


b+c—(b—-a)sn? v 





—/ 


u 


cum ıllıco praebeat arcum curvae ellipticae 





Bi e)®v .9 (b-a)(a+e)  sn’v.Ov 
AN S (+) 1 ba, 
_ — mv 
b-++c 


Integrale eruendum comparemus cum ıntegrali 








ıS ,P sn'pen'p. dn'p. = v. OD, 
,pP= A 1—dn”p,.sn?v ’ 
" 2 “2 102 b—a r 
quem ın fınem ponamus dn’p=1—\ sn‘ ’p = j.,, quo &unt formmlae 
4 a+d u b+e, 
snp = } in Mep=Yrrd 
u LER j—a a eh dc, 
| e enp=Vyz,; enep= | 
| u ‚ ui, ‚ba ] nz jd—c, 
dnp=Yyye; (dncp= Vaza 
a+d /b+c 
ER ER : : AT Wr 
inp= \ ee Incp = ve 
a (a+c)(b—a) = 
e quibus componimus A” sn’pen’p dn'p = G+ol unde perspicitur esse 


arcum 
2la— 
AM="" 





— e)v 


-+2.'$(e,p). 


27” 
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Quia “S(,p) = 'Ck&,p) — A” sn'p sneip.o = 'Clop) — Te 
et ‘S(e,p) = 'D(e,p) — er ‚= 'D(e,p) — — .e, arcus AM trıbus mo- 
dis exprimitur: 
| AM= 779° +.2.'56,p), 
3. 1 AM=- "FM 19.0), 
| AM —- "#9 4.2.0, p). 


Formulae (1) exprimunt quantitatem argumenti #, formulae (2) ex- 
primunt parametrum p; ıllae referendae sunt ad modulum A et hae ad mo- 
dulum 4°; qui moduli e formulis in fine articuli praecedentis computantur una 


cum \ alore denominatoris 


l—= | ((a-+d) (b-++c)) u V((a’+d‘) (b’+c')). 





Quia ponendo e — L (quadrantı ad modulum ?% pertinenti) arcus AM ex- 
tenditur ad AB, est 
2 2/c-++e) 2(d+e)L, 
AB= m +2.'S(L,p)=— 7 L+2.'CL,p)=— 7) -+2.'D(L,p) 
Subtrahendo invenis alteram We BM= AB — AM, scilıcet 
2(a-e)(L— -©) FRE . 
BM = ui +2 S(L,p) are 2. S(e,p), 
2 (L— i 
BM=— et + 2°C(L,p) — 2.'C(e,p), 
2 ( \(L— 
BM =— oe + 2.’D(L,p)— 2.D(e,p); 


quae formulae adhibitis iis in $ 120 theoriae functionum modularıum contra- 


huntur ad 
2(a—e)(L—-v) 





| BM=+ LE —, U—p), 





l 
1. VB HIN 4 2 DL, L—p), 
BM = ?CZ9E22 _ 9. s(L-,L’-p). 


9. 


De arcu catenarıae hyperbolicae GN et de ıpsius complemento DN. 


Sint vertices hyperbolicae catenariae puncta C et D ea, quorum applı- 
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catae etiam signis C et D significantur. Qruare quia crescente applıcata y,, 
quae ad punctum curvae N pertineat, crescit et arcus CN, est 
cos y,(sinyite). Oh  __ re). 


Ch —, Vleos?y, (sinyyte?—R) v2 





sı brevitatis caua 3 =suy, te A =z1+2e.3 —(1—e?) 2? — 2ez, + I — e? 
ponimus. 
Formulas nunc derivandas invenis ex is articuli praecedentis, si per- 





mutantur a el c, b et d, zei, es ya Y,zetz,® et e,, petp. 
Z et Z. In permutationibus his quantıtates 
' . 1/(b—a) (d—e) u (a+c)(b+d) 
== Ve ( - A '—_ 
1. I YKat+d)(b+e)), | (a+d)(b+c)’ (a+d)(b-+c) 
02, 2.90, . nn 
non mutantur, quare est Vz, u ET ann argumentum 6, el ıpsius complemen- 


tum L— ec, determinantur formulıs 
/ —-] (a+d)(z,—c) ni | (e+b)(d—z;) 





aa (d—c) (a+2,) nei. (d—c)(z, +5)” 
a ‚(a+e)(d—2,) FARAREO® year) 
IT (d-c)(a+2,) ı Tr (de) (b+:')’ 























dual Sa (a+d) (21 —e) : | (e+b)(d—2,) 
NAT (are)(d—z) nA =Y rd e’ 
ia ya am) a 
\ @RKIT Y (+e)(a+2) ERCHT N (ayd)(b+2,)’ 
„  (atd)e+ld-e)a.m'v, _ (de) (ar e)sn'vı 
“17T a+d—(d—ec)sn’v, N a+d—(d—c)sn’vı 
Sı permutationibus supra indicatis parameter p, migrat in p,, oriuntur formulae 
b++cC ‚ad 
snp, —ı er ner —Yyya’ 
_y/d—e il £ b— a 
h np =yj,d 2 enep = Yoga’ 
b+c a+d 
inp, ni u Incep, = 0 
] __ q/d—ec ] '4 b—a 
dnp=yVora dnep=Yyjze 
()uare sıstimus formulas 
2(c-++He) 
CN=-+ — Pf + 2.'8(6,, Pı) 
R 2(a—e)v 
4. CH =— — ] _ + 2.C(e,, Pı), 
2(b—e)v, 





CN =— + 2.'D(e,, pı) 


] y. 
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Sı formulas (3) comparas cum formulis (2 artic. praeced.), non te fugiet, 


esse parametrum p‘ complementum parametri p, sive esse 


’ 


pı Fp=&, 
sı memineris esse L’ quadrantem modularem eum, qui ad modulum 4’ per- 
tineat. (Juare sı permutamus calenarıam ellipticam cum hyperbolica, parame- 
rum p permutamus cum ipsius complemento p,. Altera vero arcus hyperbolici 


D pars DN nunec exprimitur formulıs 


2(c+e)(L—v,) 





| DN = —, +2.C(L-c,,p), 
Ri ! i —)(a—e) (L— F . 
5. | Dn = em) 2 DIL—.,p). 
nr 
pn =), s_,p) 


10. 
De punctis commugatıs M et N curvae ellıpticae et hyperbolicae, 
et de arcubus coniugatis harum curcarum. 

Punctum M curvae catenariae ellipticae dieimus corwugatum cum puncto 
NV curvae hyperbolicae, si ipsarum applicatae y =arc sin(z) et y‚=arecsin (z,) 
ad ıdem argumentum e = e, functionum modularıum pertinent, et quidem 
homologe coniugaltum, quıa crescentibus applicatis duo argumenta sımul cres- 
eunt. Sı veroe=L—e,, punctum M cum N non homologe coniugatum 
esse dieimus. Helationes inter applicatas punctorum homologe coniugatorum 
W et N praebent formulae (1 artic. 8.) comparatae cum formulis (2 articulı 


praeced.). Ut sıt se = sne,, valet relatıo 


/ (b+c)(z—a) (a+d)(z,—e) 
/ — ya parıter 





(b-a)(c+2)  (d—c)(a+2,)’ 
b—z _b-a d-z, 
c+z dc’ arz’ 
| d+2 ard b+2, 
REeE +2 bye ar 
r \ s—d ard ı—c 





| 


b—z Ba dor 
(a+d)(b—z2) __ (c+b)(d—2ı) 
(b-a)(d-+:)  A(d—c)(z,) —b)’ 











\ z—a b—-4 z—c 
\ d+2 d—z b+2,' 
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Aequationes hae sex, quibus sunt formae proportionum, evolutae migrant ın 
unıcam formam 
2. (a—b—c+d):2.,+(bd— ac) (—2,)+bdlce—a)— ac(d—b)=V. 

: formulis (1) sequitur hier 2,=c pro z=a, et =d pro z=b; quare 
verlices p et C sunt puncta homologe coniugata, nec non verlices B etD. Quod 
lıbet punctum ın arcu AM situm punctum homologe coniugatum suum habet 
in arcu CN; idem valet de arcubus AM et DN. Hanc ob causam arcus ipsos 
AM et CN duarum curvarum dieimus homologe coniugatos, nec non arcus 


BM et DN. Addendo invenimus semisummam arcuum conugatorum AM 
et UN: 


a+c 
(AM+EN) = ,0 + 'S$(e,p) + 'SCe, pı) 
n qua p+p,=4L. Qua vero ‘S(e,p) + 'S(e, p) = — 4”"sn'psnep.ı 
in v 2 ac 
+ arc tang (4° sn’p SncD» Ku .) et 4 sn’p snc p = 7, prior aequalıo conlra- 
hitur ad hanc: 
D- nv _ are emcev 
L — . Ahlen u N . 
tang 3; ( AM+UCN) = .,= u: e qua 
Au vi —1”) 4-+C a-+c a-+c 
ss. —- ——_ —— Zu —— , Bl 
/. ] ‚ deoque A’=Y(!’—/”), nec non 77 Vla+c) (b+-d) wre 
/a+e encv /, sn (+2) enc ı h 
ang U AM ee ET BEN: at 
B tang K AM+-CN) ] wir 1} Coslr pn) tang ga). , > SV 
„>, 
tang 4 AM+CN) = Ytang(y— P) tang(y+/ = 
5 (A, .Y) = Ytang(y—P) tang(y+HP). —. 
Sı argumentum e extendimus ad valorem # = L, invenimus summam 


4. Ab+(D=rxr 


quae proprietas arcum inter maxime memorabiles est referenda. Quia e for- 
mulis artic. 8. componimus 

end _ y/b+d /@—a)(c+2 ) 

re Ge et 

semisumma arcuum homologe coniugatorum etiam exprimitur formula ele- 
gantiore: 

—a)(2+c) 
2)(d+2)’ 
—c)(2,-+Q) 


tang ; (AM +-CN) = en 


et pariter 


tang 3; (AM-+-CN) -V, = 


Insuper est ob formulam (4) 
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tv 
nz 
IV 


(BM+DN) +5(AM+CN)=3;7, ideoque 
cot 5, (BM+DN) = tang 5; ( AM + CN). 


Si ponimus semisummam arcuum homologe coniugatorum 
1 N 
(IM + CN) = tang s, 
arcus s crescit inde a Iimite 0 usque ad 37, dum argumentum © crescit a 
limite O usque ad limitem Z: quare arcus s pariter se habet ac arcus curvae 
catenariae parabolicae inter vertices vicinos, et aequationes (5) evolutione 
abeunt ın 
+ ((d—b) sın?s— (a—c)cos’s)z —(bdsins+accos’s)=0 et 
7 — ((d—b) sin? s— (a— ce) cos?’ s)z, — (bdsin?s+ ac cos?s)—V, 
quarum altera abit in alteram permutando z et — z,; quare radices aequatio- 
nis primae sunt z et —Z,, et radices secundae sunt z, et — z. Concludimus 


jgıtur esse 
(a—c) cos®’s — (d—b) sin? s, 


ac coss + Öd sın? s. 


’ 
— 


rn 
” 


unde componimus sequentes: 
(l-+siny) 1—siny)=(1+:)(1—2)=(1-+a) (1—e) co®’s+(1+Ö) (1—d) sin?s 
A4—siny)A+sny)=(1—:2) (1+2)=(l-a)(l+ec)cos®’s+ (1—Ö)(1-+d) sin?s. 
Formulas has hunc in modum transformamus. Sit 
6. YA — sın 22.sin 2y) = tang g 
ut habeamus cos(y-HP) = cos a.tang g et sin(y—P) = sin a tang g, quo se- 


cundum formulas (7. artic. 7.) fiunt 
| i cos’«(1+sin22) 
\(1-+a) (1—ec))=cosa(l+tangg); (1+a)(l—c)= cos?g 
cos? «(1—sin?r) 
\(A—a)(l+c))=cosa(l—tangg); (1- a)(l+c)= ee 
7 . sin’«(1—sin2g) 
\(A+/)(1—d))=sina(l—tangg); (I+b)(l—d)=- u 


| a 
KA—Ö)A+d))= sina(l+tangg); (1—-Öb)(l+d)= = er g) | 














ideoque 
(1-+sin2g)cos’« cos’?s+(1—sin2g)sin?« sin?s 
(1-+sın y) (1—sıny,) = —— So, 


(1—sin2g).cos’« cos?s+(1+sin2g)sin?« sin?s 











(1— sin 4/) (l-+ sın Y,) = der hut 
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sıve 





‚14-005 2e 0052s+sin2g (008 20-4 C05 25) 
} (A-+sıny)(l — sin yı) va 1% 1-+cos2g a or 
/1+c0s 2a cos 2s— sin? ( (c08s2-+C08 25) 
y(1—sıny) A+siny)=Y 2777 an 


FE. formulis hıs multiplicatione invenimus 


VIOl-r cos 2a cos?2s)* — sin? 2g (cos 2 +05 25)? ] 
1-+cos2g 








7. cosy.coy= 


at additione et subtractione: 


14+-cos 2 cos 25+ sin2g (cos 2« +-c0S 25 ) 
BE 


ı] I+c 08 2«cos2s—sin?2g (c 08 2c+ cos 2s) 





5) 
. 


8 1-+-cos 22 
‚ 1+c0s2c cos 2s+sin2 g (cos 2@-+0082s) 
sınz(y—y') = V en 
sy y) 1+c0s22 
ı] 1 ++ 052 cos2s— sin 2g (c052« 400825) 
2 1-+co s2g. 





\ - 


\% 


Ope {ormularum harunı e data semisumma s duorum arcuum homologe coniu- 
oatorum AM et CN computabis applicatas punctorum M et N coniugatorum 


ipsas. Usum formulae vero (7) gravissısmum infra vidibus. Addımus for- 


mulam hanc: 
1 1-+-c0s 2. cos 2s 


9. 1—sınysiny, = we 


11. 


De puncltis recıprocıtatis lege conıuncltis, et de arcu ellıptico recıproco A'M', 
ıpsiusque complemento B’M‘. 


Cum curva catenarıa elliptica reciprocitatis lege coniuncta est curva alıa 
talis, ut quivis circulus maxımus curvam alteram tangens centrum habeat suum 
sphaericum in curva altera.. Punctum illud contactus et hoc centrum sunt 
puncta reciproca, quia hoc fıt punctum contactus, sı illud est centrum circuli 
tangentis maximı. Sit M° punctum cum puncto M reciprocitatis lege coniunctum 


et in formula (7. artic. 2) ponatur — e loco e, quo fit 
1. sony(iny—e)=h sve (2 —e)=h, 


sı y=arcsin(z) est applicata puncti M et y'=arcsin(z‘) est applicata puncti MW". 


ni WE aa — bb‘ e- a . 
Quia in artic. 7. invenmus e= T_y et h= —y-4 ‘b', formula 
d 


h Da 
"=. abit ın hanc: 


2 
P< 
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b—=4a 





u ka /]4 -. Pan 
2 = ab GH 


Si in hac ponitur z=a, fit ’=a; quare sı punctum reciprocum verticis A 
appellamus 4°, applicata puncti 4° est arc sin (a) = 3m — A. Si vero poni- 
mus 2=Ö, fit z2°= Öb‘, quare punctum reciprocum verticis B est punctum B‘, 
cuius applicata est arc sin (6°) = 3m — B. Videmus igitur esse 2’ = sin y, con- 
tentum inter limites a’ et 6’, sive y‘ inter Jimites za — A et3r—B. Sı in 
tractanda curva reciproca A'M‘B’ pro abscissarum &” initio sumis priori Initio 
e diametro oppositum, erescente abscissa x‘ decrescit applicata y’ puncti M', 


quare curvae aequalio differentialis est 





‚ J. a ay' RE ; Be de 
FT Nn-A cosy' YVcsin? y' cos? — (h+e sin y')?  Wopgi er -yZ 
i 4° est angulus ircul am hanc in M' i j 
sı A est angulus, quem crculus curvam hanc ın ı ie, maxımus facıl 
. w cosy!.oOx! 
cum applicata y‘, est lang 4° =— —-— , quare est 
. oy 
h 24 Area _ h-e:r . 
ang ‚’ sıve 
3 — Y(sin®y'c y' cos?y —_(h+esiny)) EB; 
sın A = a _— 
\ sin y' cosy!" 


Etiam nunc verticem appellamus curvae punctum ıd, pro quo angulus =3;7 
est, ideoque sin?y’ cos®’y — (h-+ e sin y’) = (sin y' — cos B) (cos A — sın y‘) 
(sin y’ + cos ©) (sın y’ + cos D) = 0, et cum aequationi huic satisfacıunt va- 
lores supra inventi y =:37— A et y„"=3r7— D, videmus puncta A’ et B’ 
esse verlices curvae novae, vel quod idem est, applicatas has esse simul lineas 
normales. Curva nostra igitur tota continetur inter duos circulos minores e 
centro lJineae abscissarum O descriptos radııs A et B, quos circulos curva al- 
ternatim tangit, quae a circulo inferiore ascendit ad circulum superiorem, a 
quo descendit ad inferiorem; et sic deinceps in infinitum. 


Aequatio (2) facillime redigitur in formam 





a’ — x! Zus a z—G 
ih bog’ 
Rt: N i b+C A+C 2 
el qua ın artıc,. 7. Iinvenimus h=: 1. bie‘ = —— u’ ideoque 
br a'+c! 
a byrc __d+rec 


b’ "are a+c’ 


componendo obtinemus 
(+c)(d—z) _ y‘ (b+c)(z—a) 
(a +c)(—b) 


(a+c)(b—z)’ 
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quae ob formulas (1) reducitur ad simplicem hane: 


/(b! +0) (a! —z!) 
(a+e)(— bi)’ 





ine = 


qua punctum reciprocum M’ ad ıdem argumentum e functionum modularıum 
revocatur ac punctum M ipsum in curya catenaria elliptica situm, 


In articulo 7. iam inventae sunt formulae 
l! = V((a+d)(b+c)) = Yl(a’ +d')(b'+c)), 
4 F= V(b-a)(d-5)) = Va —5)(e — A) 
VY?—1%) = Y((a+c)(b+d)) = Y((a'+c')(b’+d')), 
quibus moduli cum prioribus congrui X et 4° exprimuntur 
VE ra ee 


Ope harım formularum facillime erues has: 


1 /(b! +.cl) (a!—z!) (a! +d') (2! —D') 
sne = } (a—b A )(e’r Let)? SNCE — | (a —') (d +2)’ 
(a +.c)(s! N) /(d! +5!) (a! +2!) 
6, NET Cel+zt)? j | =} (a —b')(d'+2')’ 
(+c)(d+:) /(b'4+d') Ce! +2‘) 
dne= V (ard)(edyzi)’ dncevo = 1% (Dr e)(d +21)’ 
+) (a — 2) (a! +d!) (2) 
\e—N are)@—V) Inc = \ Re=3 
I 
Formula sn’e = Te ee differentiando praebet 2sne.ene.dne.öoe = 
__ (b’+e')(a! +c').O2' 





Ge Viel fat 5. ya vero, sı memineris. esse 


Z = sin’y oo? y— (h+esny—=(a'—z) (I) He) (+), 


(a +e)(b"’ rec) 1 yZ'! ns 
componendo invenis sneenv.dne = 2... "Te divisione orıtur 





—dz! _ 2.00 
me  - 9: 


His praeparatis rectificatio arcus A’M“, qui cum arcu elliptico AM reciprocı- 


7 


tatis lege coniunctus est, facıle invenitur. Est primo 





AM! — / —sinylcosy!.dy' _ (0 _ (2.0r, 
In-A = a YVZ' „J„ 
j (b' + Ja’ — (a'—b')c! sn? v ‚, a'—b')(a' +c') sm“r bi; 
qua vero est z = ee Di) mtr = a — yYcdz(la—b)znv oblıne- 


mus primo 


28* 
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ER = _ (a —b')(a' +c') sn’v. KL 
DE ey 
l+ Hy ® 


Sı integrale hoc comparamus cum integrali 
4 tn! p!dn! p! .sn’v.o 
S(v, p)= Zum un" en 12 - 
J en p (1-+/2 in!? p. sn?v) ’ 





’ a'— bi! " Ein, ' 
ponendum est A tn’ p‘ nn Dre unde adıumento formularum (9) ınvenmntur 
as 24 a’ +d' b “ d b’ + ec‘ 
sn pP = | are’ Sep = | alzc’ 
PIs E00 | ci—d' ae al— hl 
R rt den ac‘ | u ud AT ) alrcl’ 
| ( e 
. el d! a'— bh’ 
WANdE Bi 5 u RU u 
dn‘p' = | re dnc pi. = | ad’ 
a'4.di b!’ + cl 
ch er Me ie Fu Ze a Di m 
In p — | pr ai: 1 incp = | Pad 
e quıbus componimus 
tm’ p.dn'p __ (a'—b‘)(a’+c‘) 
en Tre) 
unde perspicis, esse 
2a'v ’ 
\ 4M' = ur a 2.,$(e, p‘), quibus addımus 
2blv s 
9 AM = ae +2, Ce, pP’); 
2d'v 
| AM = . 2.D(v, p‘). 
Alteram arcus partem B’M'= AB’ — A'M‘ exprimit formula B’M'‘ 
Za(L—ı ) 5 ® P . . 
- — 2(S(L, p‘) — S(e, p‘)), quae formulis theoriae functionum mo- 
dularıum (conf. $. 120.) reducitur ad simplicıorem 
— 2c! (L—v) u. 
B'M' — u 2 a 
20‘ .(L—v) r 
0. (BM=— + 2.'S(L-v, L’—p‘), 
2d'! (L—v) ın 
w M = Pe 2 ’C(L-e, L'—-p‘). 
12, 


De arcu hyperbolico recıproco C’N‘,, et de msrus complemento D’N’ 
YVJ } / 


Cum arcu byperbolico UND coniunctus est reciprocitatis lege arcus 
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CN D‘, ıta ut puncta reciproca sint (C* et C; NM ei N, D‘ et D. Formulas, 
quae ad arcum CG‘N’D‘ pertinent, obtines omnes, dummodo permutas in for- 
mulis artic. praed. a’ etc‘, b’etd‘, aete, betd, z’etz‘,, angulos A’ et A‘, 
argumenta © et 0,; Z el Z, = V(sin?y‘, cos’ y‘, — (h— sin y‘,)?); moduli vero 
) et 4° manent üdern. Sı ad formulas (8. artic. praeced.) animadvertis, videbis 
permutationibus  illıs id fieri, ut parameter p‘ permutetur cum ıpsius comple- 


mento L’— p‘, qui ad modulum 4° pertineat. Quare nunc valet formula 


d—c 

1. ee er: 
ce (2, —c)+d(d—z,) 

quae exprimit nexum inter applıcatam 2°, = arc sin (2°,) puncti M’ cum applı- 

cata y, = arc sin(z,) puncti VW in catenarıa hyperbolica. Porro est 


.) d PN u 


u = 1 — 





—(h-esiny',)oyı __ an ). Oz’, 
In-C cosyıyZ, u (1—:1).yZ', 

quae formula referenda est ad abscissarum initium id, quod est e diametro 
oppositum abscissarum initio ıllo, ad quod referimus curvas primitivas 


Formulae (6) nunc migrant in 





no = | end rc Ve RA) 
sn, —= (e! — d')(a'+2',)’ snch, — (!—d)(b' +2) s 
ME | > in mtl hd Sin, nr YVOFDe-) 

- en, — (.—d')(a'+2',)’ encvY, — Y (C—d')(b! +2!) ’ 
P ] (a +c)(b'+2',) ] 1 /(b'+d')(a'+2',) 
dnv, — (€ +5") FG, —d)’ dance, = WV (a'+a') (b!'+2/,)’ 

1 /(d’+a') (e —z',) 1b’ +) (1 —d') 

| ine, Bau l (a’ +0) (2, —d')’ Ince, — | (b’+d')(c!—z',)’ 


quarum argumentum #, omnino idem est ac in formulis (2. artıc. 9.), dum- 


ımnodo puncta N et N‘ sunt reciproca, vel quod idem, dummodo valet aeqnatıo 


h 
Baal 80. o 2 „ ZZ :n #7. arlie, oraeced.) 
sın yı, =5 . » (7. artic. praeced.) nun: 
ımodo prolata (1) sive sın y, Sg Aequatio (7 ) 
9, 2dv, ar Be ER. Fe 
mutalur ın Vz, - u qua permutationibus ındicatis producta I, UV e 
/Z', 


V(P—1”) eosdem valores retinent; ideoque 


2.0 (a +d') ce! — (e!—d')a! sn’ v, 


un’ _ a a ne 
4. Ü N =/ Vz, et A ee ad +d'+(e!—d!)sn? " 





quae formulae perducent ad 
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CN =" _2,$(6,, L’-p), 
5. \CN= m + 2.C(o,, L’=p)), 
CH =" 4+2.D(e,, L’-pN, 
et ad formulas 
DN = mu — 2.’D(L-«v,»)), 
6. D'N = en) + 2.’S(L—-e,,p‘), 
DN = ee + 2.'C(L-c,,p‘). 


Angulus A‘, denique, quem curva ND facit cum applicata y‘, puncti /‘, de- 
terminatur formulis 


m > h—e.z u P h—esiny, 
. ang ki = Tg et sah gas 


Kar siny’, cosy, 
13. 
De curcamine curcarum AMB, CND, A’M’D‘ et C/N’D‘. 


Sit r radıus curvalurae sphaericus pertinens ad curvae AMB punctum 


W, cuius applicata est y; longitudinem huius radıı praebet formula 


Od sın y O2 ER 
i u ee i . z e S 
tang r Ösiny Ay, et quıa pro curva catenarıa ellıplıca € 
y —höz . N 
<’(z—e)=h, ideoque 92 = „_,., Invenitur formula 
(z—e) 
(z—e)? 
tang '= h ’ 


sı omittimus signum praelısum —, quo indicatur, curvam calenarıam ellıpticam 


totam esse conecexam versus absciıssarum lıneam. 


” 


Sı N sienificat arcum normalem ductum per curvae punctum M ei 


.„ sıny z 
prolongatum usque ad abscissarum lineam, est tang A = iny - —, quare 
Invenis ’ 

2(3—e) 
tang N = —- 
ü ı 


unde perspicis esse 


> 


_ f 
tangr=tang N — — 




















WW. (Grudermann, de curvis catenarüs sphaericis. 219 


Quare radıus curvaturae r pertinens ad catenariae ellipticae punctum quodlibet 
M differt a linea normalı per ıdem punctum M ducta. 
Pro linea hyperbolıica sımiles inveniuntur formulae ad ipsius punctum 


N relatae, scilicet 


(2, +e)” z1(2, +6) f 
tang r, = u tang N = a tang r, =tang N + - 


2 

Inter catenarias igitur sphaericas curvae parabolicae genus est unicum, quod 
excellat insigni proprietate aequalıtatis inter radium curvaturae et lineam nor- 
malem eruta ın artıc. 3. Ceterum hae curvae omnes in eo consentiunt, ut 
sint convexae versus abscissarum lineam. Complementa !r—r et !r—r, esse 
radios curvaturae, quae ad curvarum reciprocarum A’M'B‘ et C'N'D' puncta 


M' et N‘ respective pertineant, res notissima est. 


14. 
Quadratura tum catenarıae ellıpticae, tum catenariae hyperbolicae, 


et quadratura duarum curvcarum recıprocarum. 


Ad arcum ellipticum AM pertinet quadrigoni area, quod terminatur 
arcu elliptico ıpso, applicatis punctorum A et M et abscissa © ab applicatas 
his intercepta, sive arcuı AM subtensa; sit f area huius quadrigoni, in quo 
tres angulı sunt recti et angulus quartus est ille angulus A, qui e formulis ar- 


ticuli (5) computatur hıs: 








Br h j h 
BE An o\= m nn 
u cosy(siny—e) u Zu V(cos?y(siny—e)’—h?) 
Sı latera quadrigoni f essent arcus circulorum maximorum, f esset = ;7 


+h— 27, sıve f=%—!r. Quia vero latus AM non est arcus circuli 
maximi, sed arcus versus quadrigoni aream convexus, secundum auctoris theo- 
rema de areis sphaerieis computandis generalissimum invento iam valori A— 3 


addendus est arcus cum arcu AM reciprocitatis lege coniunctus A’M', ita ut sıt 


f=AM'+x—ir=AM' — (ir—)) sive 
h 
= A'M' — arc cos (- 


cosy(siny—e)) 





Sı et valorem arcus A’M’ substituis, prodit iam formula 


= 


1. = 77 — 2.$(e, p‘) — arc cos A 


in qua argumentum © ex puncti M applicata y per formulas (1. artıc, 8.) et 


parameter p’ e formulis (8. artic. 11.) computatur. 
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Ad eandem formulam etiam non adıutı theoremate ıllo generalissimo 
aeque facili modo hoc quidem casu pervenimus. Quia log sin A = log 
— log cos y — log(sın y—e), differentiando oritur 
c0sy.Oy 











cot A. = tang y.y— ri, 
2 Ä h 7 
quae multiplicata aequatıone lang A = VZ abit ın 
hoy hcosy.Oy 
BA = sın y. on — : 7° 
A J cosyYVZ (siny—e)VZ 
On: hdy cosy.i Oy Oz Or ; x 2.00 
Julia veroO —_Tz = 9x = = 77, Quıa ulraque ralıo = —7” 
ET cosyYZ "Vz VZ yz» @# | ! 
h h ' 
DE ee = z, orıur 
sı1y—e zo £ 
i 307‘ 
OÖ = sın Yy.9Xx = Vz j 
i & — [07 ’ 
quae quia If = sın y.Ia et I Ta = A’M', integrando praebet 


A = f— AM’ + const., 
quae formula invento constantis incogniti valore 3m omnino congruit cum for- 
mula antea ınventa. 

Sit pariter /, area quadrigoni, cuius latera sunt arcus hyperbolicus CN, 
applicatae punctorum CÜ et N, et cuius quarltum latus sit abscissa arcuı UN 
subtensa; eodem ratiocinio invenis formulam f = C’N’ + A, — 37 sive 

2c'v, OBEN: 2 
2 Jı = Pe — 2.80, L’-p‘) Tr SR er): 
in qua argumentum #, computabıs ope formularum (2. articuli 9.) et para- 
metrum L’—p‘ cum ıpsius complemento p’ ope formularum (8. articuli 11.). 

Sit f‘ area quadrigoni, quod pertinet ad arcum reciprocum A’M’ et 

f‘, area quadrigoni, quod pertinet ad arcum reciprocum (N, eodem modo 


ıinvenies formulas 


‚=: — /+AMe fi, =ınmr A, HUN, sıve 
h+e sin ı 
vo. cos (< "Y) + AM, 


> ( sin y’ cosy' 
/ ’ h—siny', 
| ST = arcıc$ siny, cosy’ 7) + CN. 
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15. 
De punctis M’ et N’ et de arcubus A’M’ et C/N‘ homologe coniugatis, 
et ıpsorum semisumma. 

E formulis inventis patet, ponendo argumentum functionum modularıum 
variabile 6, =, non solum puncta M et N fieri homologe coniugata, sed ei 
puncta M’ et N’ in curvis reciprocis sita. Homologe coniugati simul sunt ver- 
tices tum I et C, tum B‘ et D/, ideoque et arcus ipsi AM‘ eı C/N’, nec non 
arcus B’M’ et D’N‘. Eruamus iam semisummam arcuum A’M' et CN, quae 
sit 0, et quae invenitur e formulis (9. artic. 11.) et e formulis (3. artic. 12.) 


Invenimus primo 


4 „4 


c=M\AM'+UN= —; zu Se, pP) — Sle, Y’—pN), 


quae per formulam notam reducitur ad simpliciorem 


a+rc ine 


ang o= a t qui: 
tang l Fr u de are 
a—zece Inv . . 
tag se. > :onf. formul. 3. artıc. 11.) 
ang ] Ay (c ul. 3. artıc ) 
a+c i 207 
est ang = 7,5 ‚tang S- Keductione fit A +c.=2sin(?+Yy)cosa et a+ı 





— 2sin(?+y)sina, quare adest formula 


4 
lang s 


1. ua 5 Ze, 
u Fu lang « 


Comparata haec formula cum (2.) in articulo (3.) edocet: Si semisumma 


s=4(AM+ CN) aequalıs est arcui catenariae parabolicae, semisumma 
= 3(IM+CN‘) aequalıs erit arcuı reciproco parabolico. Addimus: Si pa- 
rameter curvae parabolicae est «= ;(A-+(), parameter a =; — a eril se- 
misumma applicatarum, quae 3m — A et 3m — Ü sunt et ad vertices recipro- 


cos A’ et C‘ pertinent. Simul perspicis ese #bB’+(UD’=r, quia pro 
s-lr sto=!m. 

Tenet igitur curva parabolica locum quasi medium inter curyam_el- 
lipticam et hyperbolicam, et pariter res se habet, sı simul loco trium curvarum 
sumis curvas reciprocas. Quam inter tres curvas relationem mox clarius per- 
spiciemus studio et admiratione dignissimam. Facillimo negotio invenies 


> | /a—z)(cC +2) ur “ Je—z)(a +2) 


ei vice versa ad computandas applicatas punctorum homologe conıugaltorum 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXII. Heft 3. 29 
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e data semisumma arcuum coniugatorum A’M’ et CN’ evolvendo invenies 
aequaliones 

+ ((e — a’) cos’ — (b’— dA’) sin? 6) .2' — (a’c’ cos’c+b’d’ sin?) =, 

7 — (le — a!) cos’ — (b’— d‘) sin? 6) .2°, — (a‘c’ cos’c+b’d’ sin?0)—=0, 
unde perspicis radices aequationis primae esse 2’ et —z/,, alterius vero z‘, et 
— ’, ideoque 
(ce — a‘) cos’ — (b’— d’) sin? o, 


rn 
m 


IR | Ar : A - 
2’z‘, = ac’ cos®0 +Lb’d" sin? o. 


Quae formulae sı ıterum (conferatur artıc. 10.) ponimustang g=y(1—sin2Psin2y), 
abeunt ın 

\ sin y’ — sin y‘, = lang g.sin 2 cos 20, 

a _ @s2g(1+-c0s2«, ©0520). 
a sin yı 1-+-cos2g 








E formulis prioribus coniunctis invenis 
A-+sin y,) 1—siny)=(l1-+c)(l—a)co®o+(1+d)(1— b)sin?o 
(1—siny‘) A+siny)=(l1—e/)(l+a)co®o +(1-—-d)(1-+Ö)sin?o, 


quas reduces ad simpliciores 





’ 


Y(OL-+ sin y’,) (l—sıin y‘)) | EOS (ET) ORG 


1+-c0s2g 
] 1— cos (2& —2g) cos 20 20 
| 1+c0s2g ö 





(1 — sin y‘,) (1-+sin y‘)) 


Multiplicatio nune praebet 
4 En N , A Gakeacn Lasst Chsnhund  mahinunin ri 3a end 
h COS Y .c0oSsy, — — 1 +cos2g 


addıtio vero et subtractio: 











’ 


17 /1— cos (2«-+22) cos 26 17 /1— c0s(2«—2g) c0s 26 

: I 4 Be a Z 

\ cost(yı+ = 5] 1+c0s2g +5V 1+c0s2g 

| 11 /1— cos(2« +22) cos2o 1— cos (2 —2g) cos 25 
2 Fr nn c ne Be 

| eos! +y)= 5] 1 + cos 2g >) 1 4+c0s2g 

FE, formulis ın articulo 14. prolatis Iinvenimus semisummas arearum 

(+ fı) = (AM + UN + (A + A) — 3m, 

(ff) Sat — 3(4'+97,) +3 (AM + CN), 








sıve 


[g 


IHN) =C+ NA HN) im, 
([+f)= in — (4 + 7) u 


=) 


n- 
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16. 


De nexu inter abscissas et areas catenarıarum ellıpticarum 
et hyperbolicarum. 
Sit initium abscissarum, quae ad puncta catenarium pertinent, pes ap- 
plicatae primae A, quae ad verticem A pertinet, erit abscissa 


- h.0z hz2.dx 
=), d-S)VZ et area [=  A-sVZ° 








FE. formulis his componuntur 


4 . hd h.oz 
2 +/ - AaYyZ ct — f Lars quare est 
2höv » 2hodv 


x + f = / iz ei x —/= i ar 


(b+e)a+(b—a)cesn’v 











(Qua vero zs= Fre lb-a)me ° est 

A. 2 b+c—(b—a)sn’v L', 2 (b—a)(a+c)sn’v 

I-—: 2 (+öJ(l-a)—(-a)ll-+c)snv 1-—a » A-a) (b-+J1-a)—(b-a)(1e)sn 24)? 
1 b+0—(b—a) sn” v Be N (ba) (a+c) sn’v 








l+3 (Ö+e)(i+a)—| b—a)(1—e)sn? v Tu. (I+a)((b-+re )l+a)—(b-a) (1-c)sn? v)’ 


ideoque oriuntur formulae inlegrandae 





2w 22h b—a)(a-£c) sn’v. v2 
" fe Ki-e) ” (b+e)(1—a)”l SF: b=-a)(l-re) n. 
1— INTV 
(b+c)(1—a) 
2m 2h(b—a)(a+) [l sn’v.Or 
Lo / = i(A-+a) (Ö+e)(1+a)’l . 01_ _G-a)li=e), 2, 


(b+°) (l+a) 
Integralia proposita eruenda ARE sunt cum his: 


sn? v. .OV 


Sog) = H"sn’gen’gdn’g. JSiz dn'”q.sn®e 


sn’v. Bd: 
"Sl, r) m 4 sur cher dar I Ta 


oA—an” r.sn?v 
auem ın finem ponamus 
(1-+c)( (b—a) 
(1l-a)(b-++c)’ 


Ad—ec)(b)—a) 


Fo un EEE. 1: EEE 
dnr= (1-+a)(b+e)' 





dng= 


ıınde adıiumento formularum, quibus exprimuntur moduli 


=] PN !=yYlb—a)(d—c); YVÜ—1”?) = Yla-+c)(b+d), 
(b»—a) (d— €) "7 (a+°)(b+d) 
-Y, (a+d)(b+c) : = (a+d)(b +.) 
derivabis sequentes 


29 * 
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y“ (1—b)(a+d) 1/A-+b) (a+d 
ng =] TE Das: 
eng = Ver u. —) (A1—d)(b—a) 
(l—a)(b4+.d)’ (1+a)(b+.d)’ 

(l-+c)(d—.a) /AÜa—e)(b—a) 

dn’g = 1 re nr = } nn, 
4... YVAHrd)Cö+e) . (A—d)(bd+e) 
sncgqg = (140) 0644) sne' r = A-o)(ra)’ 

enceg = ] Ale one’ ct == ] en ee, 
(1+e)(b+d)’ (l1—e)(b+d)’ 

Ina = (l—a)(d—e) Inc! /A+a) (d—e) 

u ar } (l1-+c)(d-Fa)’ a Sy (l—c)(d+a)’ 

quae sunt tales, ut permutando a et — a,b et —b,cet—c, det —d, 


sımul permutentur parametri g etr; permutando vero a etc, b et.d, per- 
mutentur g ei L’—r,r et L’ — q. 


Ex iisdem componimus vero 


," sn’gen’gdn/g = 4 al (1—-a)1—Ö4)l-+c)(l+.d), 
2? sn’rcn’r dn'r= er yV(A+a)(1+Ö)(1—c)(1—d)), 


Il +0)? (b+c) 
quae formulis (12. articuli 5.) contrahuntur ad 


2 ] Ca Hk ya In BD ar)" 
L "sn'g en‘ gdn'g = > "rel et snr.cn'r dn’r — (l+a?(bre)l’ 





unde perspicis esse 
2hv | 2hv 


2 + J= 7 pen +2.S(,g) tr «—J/= ra 2.'S(e, r), 


in quibus argumentum e determinetur formulis (1. articuli 8.). Sı O est cen- 
trum lineae äbscissarum superius, sector circuli maxımi, cuius erura per puncta 
A et M transeunt, =x est, a quo sectore si subtrahitur area f, remanet 
sector sive triangulum AOM, cuus latus AM est arcus curvae catenariae el- 
lıpücae. Quare est 


2hv 


sector AOM = idse_: 2.'S(e, r). 


Sı O0 est centrum Jineae abscıssarum ne parı modo intelliges, esse 
x + f = sectorı A0O’M, ıdeoque 


27 
sector AO’N Be 


m ar 
Duo sectores coniunetim effhcıunt biangulum sphaericum OAOMO. Comple- 


+2.'S(0,y 


menta horum sectorum sunt 
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sector BOM = Tan — 20SCL 1) — "86 n) ei 


2 L— 
sector DOM = + +2, % S(L, g) — '$e, 4)) 


quae formnlae contrahuntur ad 





| ii 
| sector BON = an JR 2.C(L— ev, L’—r), 
sector BOM — nz » +2.C(L-o, 1’). 


Sı a, est abscıssa subtensa arcuiı CD —— quem in inlerioris 
hemisphaerae superficie deseriptum esse censemus, et area ad ipsum pertinens 
iterum signo f} signilicatur, «puia ipsius &, initium est idem ac abscissae prioris 
x, e formulis (2.) illico concludis noyas, dummodo permutas € et e,, a etc, 
beid, x etx,, feet /, quo permutariı g cum L’—r et r cum L’—y am 
sıpra memoralum est; quare habes 


2hv 2m " 
3. V + = i® 5 + + 2.'$(6,,L’—r) et vr, ji” -2.'&%o,, Bi. 4). 


Quia area f, nunc in cadem hemisphaerae superficie continetur, in «ıa cen- 


trum ÖO° est situm, invenies: 








2hv 
sector CON _— a + 2.'5 (v, L—ır), 

2hv 
sector CON = Mares — 2.'S5(e, L’—9). 


quorum complementa sunt 
| Dh (L— 2) 





sector DON = = TI- + 2.0(L—e,,r), 
| ._ L- a 
sector DO'N— UEER — 2.C(E—0,, 9). 


Argumentum c, in formulis modo praecedentibus computabis e formnlis (2. 
articuli 10. ) 


(Cont. seq.) 
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nl. 


Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 


(Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Freyburg im Br.) 


(Fortsetzung der Abhandlung No. 1. im ersten und No. 7. im vorigen Heft.) 


Die Facultäten lassen sich auch benutzen, um die Kreislunctionen dar- 


zustellen. Bekanntlich ıst 


u N 2m—n 2m+n Am-n Am+n 6m—n Gm+n 
Sın amt m u. un —, m — 
1. N Im 2m 2m 2m 4m 4m 6m 6m 


m+n sm—n 3m+n Dm—n Dm+n 








N m—n 
) (os TE ZE ii nee : 3m he ag m, 
u; 2m m m 3m 3m Im ae 
g nn 2 Mn 2m + dm- nn 4 M-+N 6 m—n 
’ SN om" m 3m " 3m ' 5m 4m 
‚an mn m+n Sm—n 3m+n Dm—n Dm-+n 
4 (os u WE a rar de 
Ri n nm m 2m—n 2m+n Am—n dm+n 6m—n 
u Ing. 2m m-n" m+n " 3m—n ' 3m+n ' Dm—n ' Bm+n * 
nt _ m-n m+n Jdm—n 3m+n ÖDm—n Dm+n 
>» un n Im ' Im+n " Im-n ' Im+n ' Gmon '' 


Diese Reihen sind Facultäten, deren Factoren ins Unendliche fortlaufen. 
Sie unterliegen den in (S. 12. u. 13.) aufgestellten Gesetzen und lassen sich 
daher auf Facultäten mit gebrochenen Exponenten zurückführen. Wendet man 


die dort angenommene Bezeichnung wieder an, so erhält man aus dem Obigen 


(2m+n)*!?” (2m—n)“ ?” 





" : n N 
ECHT u DE nern u er 
2 u 2m (2m) (2m)? 
& C N (m—n)"”" (2m—-n)"”" 
‚0S „_T — u re 
2m mem m 1a 
u n" u (2m—n)" 
y. DE 2 Sn „, Seeeemegnen- . 
2m mem (mn) 
10 C n mn (mn)? (3m—-n)" 
os zT = —t, Tas + Tamm 
| i In m (2m)? (2m )«!? 
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n 992m Im—n\elzn 

1}. Tane.zr = —— , ne) BE 
52m" (mn mn) 

s a) n ” (m—n)"?" (m-+n 2 
12. Ct —-nr= Be nn 
2m nn” (Zm—n)«\®" 


| Diese Ausdrücke lassen sich leicht vereinfachen, wenn schickliche Werthe für 
n und m eingeführt oder zweckmässige Veränderungen mit ihnen vorgenom- 
men werden. Bringt man sämmtliche Facultäten nach (1. $. 11.) auf solche 


| zurück, deren Zunahme die Einheit ist, und setzt dann n statt In, so ereeben 
sich folgende Formeln: 


ee 


13. Sın ;n—=r 





m er Je, jet” N 
| Zi 
14 C n_ ee ae (1+2 y“ 
u ‚VS u 7 (i yet y + 1 je 3’ 


n\“% (1 N el 
N (;) -—.) 


5. Sn - = 








m (yealıyaı > 
(+ ) (:- 
u An Mm 
16. Cos en 


c "(1 ")“ el 
u Teil m m 
17. Tg En mal/, n\cd> 
6 
m m 
n «el 1 N 
ee FR. )” 
j N m m 
18. Got. = 


m 7 ) Ib 
m 


Wird die Gleichung (13.) mit (18. u. 16. $. 13) verglichen, so ergiebt sich 





| = 





" 





ER. u 
| 19. Sn = "11, 
| 1. u m | 
| oder 
n | ra 
ie er 7 
20 Da, 
_R 
sin — 7 
m 


Diese Gleichung wurde schon in (21. $. 13.) gefunden. Die Gleichung, 
welche auf dem angegebenen Wege so einfach folgt, hat Aramp (Anal. des 
sin nr 





relr. Pg. 50. No. 20.) aus dem Quotienten abgeleitet, indem er r zuerst 


sin ms 
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unendlich klein annimmt, und dann wieder ın eine endliche Grösse überge- 
hen lässt. Legendre hat sie (Exerc. d. calc. int. T. I. Pg. 6. No. 6.) durch 
Integrale und auf ziemlich weit führendem Wege entwickelt. Die Gleichung 


(20.) lässt sich zu noch andern Formen benutzen. Es ıst nämlich 


"18 3! ") = = 
u. =2 '(1+, a ie 


Führt man diesen Werth in (20.) ein, so erhält man 


BG... 2; n st 
>] l u Im! nn en 
’ ; m m 
sin — 7 
m 
BE E. (1 N er et 
‘ 1 Te n u m) — A m 
Es ıst ferner |] 1 . u 1 
Durch Einführung dieses Werths in (20.) ergiebt sich: 
n n u 
5), Hl U Dhehe Bei. m BB... 
nu : Mm M 
sin —n 
m 


. re m—Nn ti i ; j a 
Wird dagegen der \W\ erth von 1 == ee “in (21.) eingeführt, 


o erhält ınan 





A NEN... 11 ar mn nn T 
23. I Rare = —.—. — 
m m. ın 
sin — 7 
m 
u. Be. n \—1il m ee 
Ks ıst 1 > zu 5 " (1--) =— —,]l »! und 
Mi 7 
ae 1 (+R) 
T m I 
\Verden diese \WWerthe in (1.) eingeführt, so ergiebt sich 
n n 
’ 2 a MN 7 
nu. TIER ren 
m Me 
sin — 
m 


Die Einführung des letzten Werths in (21.) giebt 


n \ n 
- ——l} — +lil N M+N 7 
=>. 1 2. R 1’ = | — —— 
m IN ; N 
sın — rt 
Mm 


Die Einführung des ersten Werthes ın (21.) gıeb! 


_ 
Ä 


a 


2 u ae a 


sin — 7 
m 


Durch Einführung des eben genannten Werthes in (20.) erhält man 
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n n 
ur Mc — Hl Mm T 
>77 1 m 11 1 m l I — ’ u „.Zu3z2 
| n ’ n 
sn — ra 
Mm 





Den Ausdruck von — 
sin — rz 
m 


hat Kwler ım Sten und 9ten Cap. Iten Theils 


seiner Integral - rechnung auf bestimmte Integrale zurückgebracht, und durch 
diese auf unendliche Factorenfolgen. Aramp hat zuerst den Ausdruck auf 
die Form (20.) zurückgeführt. Ausser dieser Gleichung hat Aramp ( Annal 
d. math. p. Gergonne T. Il. Peg. 128.) auch No. 23. der hier mitgetheilten 
Gleichungen gefunden. Aus dem hiesigen Entwicklungsgange geht deutlich 
hervor, dass die vorstehenden Gleichungen nur von gebrochenen Exponenten 


oelten. Dies stimmt genau mit der Natur der betrachteten Grössen. Auf diese 


g 
Beschränkung ist insbesondere zu merken; was bisher nicht geschehen zu sein 
scheint; denn häufig werden diese Formeln so dargestellt, dass man veı 
sucht sein könnte, sie auch auf Exponenten auszudehnen, welche ganze Zah 
len sind. 
Die obigen Formeln lassen sich leicht auf allgemeinere Gesetze bringen 

wenn ($. 7.) angewendet wird. Es ist alsdann 

n n tm an! n n | 

mtl 1 z—rl_,  gy (m+n)” m se 

| - . l ” a | J n’ m gm r ö 


Wird hier der Werth aus (21.) eingeführt, so ergıebt sıch 


— u - m +-n)'” m’ NT 
> te hs af‘ 2 - .— und 
aa \ nm ‚mt on 

msın 7 
m 
; 
kn r] au —t] ‚n-+tm st 
u Price) 
m on 
sın —ıı 
mM 


Auf gleiche Weise erhält man folgende bemerkenswerthe Relationen 


f ee .- | 1} Sul NT 
30 1 m ° | er ) n!  - n’ m n 
msin — 7 
m 
= m? n7ı 
a ar A u Fe 
J n' . m mt m n 
msın Ai 
m 
_y m? m? m? nrt 
=(-1). nm" — 2m?’ * (M"—lt— 1)” m? ' on 
msin — 7 
m 
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. Ä +] 1: Hr) (m+n)'” (m—n)"" nr 
> m. a mt! . j N ’ 
m sin T 
Mm 
en ea (mn) (m—n) NT 
3.9. EZ I en = Br 
m: u 
m sin — 7 
m 
m’—n 2m’—n? Em’—n:® nn rt 
ee m“ " m“ m nn 
sin 7 
m 
m 2 (m—n)'"" m’ NT 
34. i 5 a. = 
n M nn 
m sin — 7 
m 
R l +1 im—n zT 
5. 1 HR Hl), 
/ Mm, on 
sin —ı 
m 


Die Gleichungen (28., 30., 3 


’ 


entwickelten speciellen Fille in sich. 


) 


m. 


27.) 


Die Ausdrücke (29. u. 35.) lassen sich 


u. 34.) schliessen alle ın (20. bıs 


n=tm n 
unmittelbar aus (21.) ableiten, wenn — siall gesetzt wird. Es ıst 
alsdann 
Br )E | UPRPREDL. AR n4-im T n+tm st 
36. 1 Im = — — (1 — — 
m m _ MW 
sin(— +) sın— 77 
m m 
Bon 1 „il n—im st > ‚„_.’ {m—n TC 
37. 10 = —.— = (-1) 1 2 ——, 
M a Mm ._ NR 
sin( -t)2 sın — 7 
Mm Mm 
$. 27 
Setzt man in den Gleichungen (23. u. 25. 8.12.) ua=3;5, d=1, so 


ergiebt sich aus der Gleichung (24. $. 


N 


u; 
M 


I (os 


Man kann hierin dıe Basıs deı 


Dann erhält man nach (13. u. 23. S. 11.): 


oınnen lassen 


-—— 
_— 


1731 1 


26.) der Ausdruck 


E:: | 
mE TTE 
(3) 





4)" 


- beiden Facultäten mit der Einheit be- 


7 u } | 
7 1 m 2 . 1 


Hi 


wenn (26. $. 13.) zu Hülfe genommen wird. Es ergiebt sich auch sofort aus (1.): 














‘ 
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n TT 
2. nd 
M ya! I -——l] 
m dr 
oder auch 
n BE 1 ER. 2 a l ST 
> 1’ ı m zB + 
n 
COS T 
m 


Diese Gleichung lässt sich noch weiter umformen. Es ist nämlich 


71 


7 n 1 m | 2 
ml \ tr EN LTE... — +1 
. n — m+?2n' 
ir 
m 
Hiernach geht (3.) in 
NETT M-+2n 7 
A EZ : ] m u u. —— 
y 2m N 
COS —7 
m 
über, Ferner ıst 
| il 
1-1 _ Hm Ir Mm rar 
r ı nn mn‘ 8 
“ m 
Wird dieses ın (3.) eingeführt, so erhält man 
are a 
FT n 
cos —rı 
m 


Werden beide Werthe gleichzeitig in (3.) eingeführt, so ergiebt sich 





ee. — 

" , —K4 m? Vs " Ze n 
cos — cs—nz 

m m 


Bekanntlich ıst 


N 
T. 


Erz 

sın (- . 2)” == 006 7” 
; m 

Man kann daher die Gleichungen (3. bis 6.) auch aus den Gleichungen (20. 

94 > | : ” I R ’ 

bis 23. $. 26.) ableiten, wenn man — +3 stalt — setzt. 


Wird die Gleichung (3.) durch die Gleichung (20. $. 26.) dividirt, so 


oO 


erhält man 


ze I 
" u; ml, il 
' Vo Mm T ' ni 11 r im ı ’ 

ou Bar 


30* 
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Werden ebenso die Gleichungen (4.,9., 6.) durch (20. $. 26.) dividirt, so 


erojebt sıch 


Pl _ ] 
EZ BE m+2n .. nn 
in) — lo IT, 
BE |} 2m Om 
i 3 R 
I 1] 
| = Me m—!n nn 
y, ae ) To IC. 
BEE: ne Mm om 
I = 
) +! N > Y > 
| J m’—An? . nn en 
10 — - le—r=(!—-—) Te —r 
2 oO ua { 5 te) 
. 1 , | Im m Mm m 
1 " 
lan kann nun noch jede der Gleichungen (4., 5., 6.) durch die Glei- 
chungen (21. bis 27. $. 26.) und die Gleichung (3.) durch jede der Gleichun 


gen (24. bıs 27. $. 26.) dividiren. Dieses giebt eine Menge verschiedener 


Ausdrücke. Von denselben heben wır nur folgende aus: 


Hl ı4ı—-—-Nl 
Te | m+2n nm nn 
11. kn | — —— Te IT, 
n | M O m 
ltı-z] 
1] - — et 
19 | % WE. m—2n T N 
s — n- 14 T, 
a u „ag 2(m—n) ” m 
1 u ' 
—+!l — 11 
13 |”. Io (m+2n)(m—2n) nm nn 
.? i ’ i un 2 Er 
a 1— BEN 2n.2(m—n) a Ware 
‘ \ r rm 
- —!ı] ! I 
L’ : \ u N 
14. Ä — u a ER 
ww l l l yr l r IM 


Man kann auch die Ausdrücke (7. bis 14.) dadurch umformen, dass 


man ım Zähler und Nenner die gleichen Facultäten ausscheidet. Dadurch ent- 
steht aus (7. und 9.): 


_ nn n \.l n \m:ll nf n \— 21 n\-;l 
15 Vo =( Are ZETE 1uuUxZ 
: \ M Mm M ; m 


/N IM 


N 


f, n\lf, n\5 | 
m; — ) E 
u m u m 
n N 2m n\>l n\:! 
6. Kg = - — 
16 m m—2n \m IM 


In 
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u. s. w. Auch diese Ausdrücke gelten für gebrochene Exponenten. Dies 
scheint Ararmp übersehen zu haben. Dadurch wurde er zu manchen Schlüs 
sen verleitet, die sich nicht wohl rechtfertigen lassen. Alle die Ausdrücke ge 


ben unter der genannten Voraussetzung richtige Werthe; wie sich zeigt, wenn 


' 2 ? Re N 
man sie auf einen bekannten Fall anwendet. Setzt man nämlich —— 
mL . 

ist bekanntlich Tg 45° = 1. Aus (7.) ergiebt sich dieser Werth unmittelbar. 

1 
= . Grm 170 E . 1 ] rg‘ (0 

Aus (8.) ergiebt sıch $Tg 45° = ne Ir: ea bet 
1.1 ae 

Aus (9.) erhält man ji —= (1) .1E" = !, woraus gleichfalls der nämliche 


1 
Werth folgt u.s.w. Die Gleichung (3.) und die erste Form der Gleichung 
(15.) hat auch Besse! m seiner Abhandlung ($. 11. S. 258. Königsberger Ar- 
chiv) angegeben. 

Man kann die Gleichungen (15. u. 16.) auch zu Darstellung andereı 


Ausdrücke benutzen. Wird nach (15. S. 26.) in der Gleichung (25. $. 12.) 


N 2} . . 
a=4, d=1 und — —;# statt — geselzt, so ergiebt sich 
2 m n m OD oO 
n Zu 
ee en, 
we N l 


Eben so findet man durch Einführung der nämlichen Werthe in (23. $. 12.): 
U yell 


n 1] 


= (5) 
1 ım . — a 
( =) 


Durch Einführung dieser Werthe ın (35. $. 26.) ergiebt sich 


— y® N cn l 
17. I ———— 
Mm ( N Sag rg } } I ( N en ui ar 


So sehr dieser Ausdruck auch der Form nach von dem in (20. S. 26. 
gefundenen verschieden ist, so ıst er ihm doch dem Inhalte nach gleich. 
Bringt man nämlich die Basıs der in ihm enthaltenen Facultäten nach (13 
$. 11.) auf die Einheit, so ergiebt sich 

N 1-21, 1-21 1 


18. Sn = Tg  « 
1 mi . 1 mn | e- m\ , + m 


Auf gleiche Weise lässt sich die Gleichung (16. $. 26.) behandeln. Setzt 


Zi: . ’ u n . 
man nämlich in den Gleichungen (16. u. 18. $. 13.) „+3 stalt —, so erhält man 
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.] n el 
u 1“ za a“ 
I” + | ——— und I» —— 


( N u «all a (: n )“ : 
m ') ’ m 
und hiernach aus (16. $. 26.): 


. N 7 
9. Co —_r = —— 


m De A a 
ir ee 


In (3.) dieses Paragraphs wurde diese Gleichung auf eine andere Weise ge- 
funden. 

\us den Resultaten ın diesem und dem vorhergehenden Paragraph 
zeigt sich, dass aus den Ausdrücken (1. bis 4. $. 26.) nur zwei Grund- 
oleichungen gewonnen werden, und dass (1. und 3., 2. und 4. $. 26.) nur 
einen und denselben Werth haben, wenn auch ihre Form verschieden ist. 
Die Grundgleichungen. welche die Kreisfunctionen auf die Facultäten zurück- 
bringen, sind die (20. $. 26.) und (3.) in diesem Paragraph. Aus ihnen folgen 
die übrigen. Für den Ausdruck des Sinus durch Facultäten sind acht verschie- 
dene Gleichungen (20. bis 27. $. 26.) angegeben; für den des Cosinus nur 
vier (S. 3. bis 6.). Man kann auch für den Cosinus, nach Analogie von (24. bis 
27. $. 26.), noch vier andere Ausdrücke aufstellen; sie sind jedoch nicht so 
einfach wie die obigen und werden deshalb hier übergangen. Der Ausdruck 
der Tangente, Contangente u. s. w. durch Kreisfunctionen hat keine weitere 
Schwierigkeit; nach dem bekannten Zusammenhange der Kreisfunctionen un- 
jereinander. 


Es lassen sıch endlich auch durch die bis jetzt gefundenen Resultate 





die Facultäten mit der Reihe 





x a X x 
20, eu} - +7. +3 #73 
-T 77137133 91334 +: 
vereleichen. Bekanntlich ist 
n Rn BL" Yaiıs 
mn m rn 
>] u Bene hentere | 
m 2.1 
wo =V—JI ıst Eben so ıst 
—zıtı — —ıı 
n E rm — f rn 
22. Cor = —— 
Mm 2 


Dieses giebt nach (20. $. 26. und 3. in diesem Paragraph) 


3 al, ml - 


n 4 
——ın -—1—n 


!’ rr ur 
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1 ! n 7 
4. PN en — 
e' m ’ + e ern ’ 
Aus (23.) erhält man auch folgenden Ausdruck: 
BR... Er Zinn 
2». ! an | ä 1 am \ r— 2 > . 
ml! m "—e 'm”) 
on un. ’ M 
Setzt man 7. statt — in (24. u. 25.), und bemerkt, das "=—1 ist, so 
findet sıch aus (2 24.): 
Dr u. Ni n) zu 9% 
Eee ES een und 
E T " I 
eu — ed 
nV—ı_, EI... io 9) 
m er — an 
em 7 er‘ e _ = 1 


Diese Gleichungen zeigen, dass Facultäten, 


auf reelle Werthe führen können. 


1. 1-11 1 rm 
2 — — — —— 
1-77 1]1 1avauı 


Aus (26. 


deren Exponenten Imagınar sind, 


u. 27.) ergiebt sıch 


Mm er 


[3 r$ n ” 
n ni ne ' 


Een re 


Auch die ın diesem Paragraph aufgestellten Gleichungen (1. bıs 14.) 


lassen sıch auf allgemeinere Formen bringen. 


W endet wieder die ım 


man 


vorigen Paragraph angegebene Methode an, so erhält man folgende Gleichungen 


9 matt a (3m+2n)'?”" (2m)" m+2n 1 
er =(-1) (m-+2n)"2”"(2m)‘ m Nn 
cos — 7a 
m 
. u Bl (2t+1)m+2n st 
0. ma rrI pn —(-1). 
2m N 
cos — 7 
mM 
R 2 2 en (2m'+'(m-+?2n) 7 
31. 1 . m | L N —=(—I) . 79 ag na s 2 rl +) a 
(2n-+m)'\ 2" (2n-+m)''?" „2m on 
COS — NT 
Mm 
39 ' Ehe 1, BR u (Zm)*. (m+-2n) 1, 
Kaas Eu ) Onmyi- 2 Inmyian n 
2mcos — 7 
M 
Ri ET, (3m+2n)'' Im (min)? Zn+m t 
33. 1 1” = 7— ; —, 
(Zm)"+ 2m ie. 
COS - 








236 Il. Oettinger, Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 


/ n ® % J: .. hy 
24 HH (3m-+2n)'?” (m—2n)'?”  2n-+m 7 
cu zu (2m)** iu n 
cos st 
m 
35 m N 1 2 —_Lerli (m—?n)?” (2m)!  2n-Hm sr 
3» m "u asien , wem 
(2m )" (2n 4m)!" 2m n 
COS — TI 
Mm 
n p} 4 a 
>6 ' 4! „fl N e +tl — (- ya 1 )m- N ST 
| 2m on 
cos — 
m 


Eben so ergeben sich aus der Verbindung von (29. u. 35. $. 26.) mit 
(30. u. 5.) foleende Relationen: 


L 


Bora 2 a 
5 1’ | 7 (22+1)m-+2n .R 
w erne . 9 TT, 
" +11 ' — tl] 2(n-+tm) O m 
HS —+[ I tl 7) 
ni | I (22+-1)m+2n NL 
y„ = en 10 T 
1; -t | a) 2(tm—n) Om 
+ 1_—1{ 1 in —1Iı1 ; ; 
20 I u Di (2:—1)m—?2n T n 
ER, — +1 2(tm—n) Om 
1-11 -——ıI+Htl 
AT 1 1 (2t—1)m—2n T n 
i - = — oe —ır 
' ze In” } 2(n-+tm) O m ’ 
\. 28. 


Die ın den zwei vorhergehenden Paragraphen gefundenen Gleichungen 

® « « “ 
lassen sıch zu weıtern Anwendungen benutzen. Die Gleichung (21. $. 26.) 
orebt ein Mittel ab, noch andere Ausdrücke für die Locarıthmen der Facultäten 


mıi oebrochenen Exponenten aufzustellen. Man erhält aus ıhr 


j lo le! + le Bm lo 


- 
\ 


N 
n 


msin 7 
Mm 


Bezeichnen wır nun die Vorzahlen der begleitenden Reihe in (15. 


$. 22.) der Reihe nach durch A,, Ah, As, -..-, so findet sich 


' | BR 1lOm+n, 1Om+n 1Om-+n 
2. lel — Ylg m —lge(m+n)""—+ - lo z — le = +1lo2r 
IOm-+n 7 n” 
u. +A—A — - AZz+ 
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Eben so: aus (21. S. 22.): 





n | 10m—n , 10m— 1LOm—: 
“ ——i] .. 9m er ne = N 1 ö MN ] m) 
3. I TR =9lgem—Ig(m—n)" + —, lo .-— lo 27 
10m—n n n” n® 
PrBE ur + A,+ A, m > A, ” A, -P ... 
Wird die Gleichung (3.) von (2.( abgezogen, so erhält man 
a] N! 1.1 ı ' (m—n)?" 10m+n| lOın-+n 10m—n | 10m—n 1 IUm—n 
n| — Io IE -— nr Tu -———— 0 — io 
. 5 Pr O° (mn) m 5 m m Om > 1Om+.n 
2n n n® n°® 
—_ — — 2A — —: —— —— 
m I m 2A, m? 2A, 
Zählt man (1.) und (4.) zusammen, so ergiebt sich 
z er... ‚7. (m—-n)?'” ‚ 10m+n | 10m+n 
a En N: is + (m-+n)”” m 5 m 
m 
1lOm—n ” I m—n ‚7. 10m-n 
m 9m Ti Om+n 
n n” „N? N 
5 —— 1. — A’— — A — — 
(A +A)) m A m? A m’ 
Wird (4.) von (1.) abgezogen, so findet sich 
r le 1- 1 | NsT ( (m—n)’" lUm+n Io lUm-+n 
y m  .— A een — 5 — } - u — Er 
ie a a - 215 (m+n)?" 2m M 
Mm d 
IOm—n , 10m—n | 1lOm—n 
nn nn (mn — ER AE a mussen 
2m Om 1'5 1Om-+n 
3 5 7 
n n n n 
72 (1+A)+ A; 3 + A, nr A, +... 


Setzt man für A,, A,, A, .... die Werthe aus ($. 22.), so ergiebt sich aus 
(3. und 6.) 





j h NT 7. (m—n)’"” IOm+n, W!’m+n 
1. Ir De u le oh ig Ya, =——— le — 
ie) ? = ’ Do (m+n)?1” 2m m 
msin —rı 
m 
10m—n , 10m—n lOm—n 


im m rl 
Pr — 1,000 832 503 927 324 ... 


_ 7 0,000 008 305 828 4670 . 


m 


_ 7 0,000 000 082 759 735 2 


Mm 
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5 l 
‚+ıp al nr ‚, (m—-n)?'” lUOm+n, 10m-+n 
- lo l m sau le — — 5 Dr 3 sung Olm —— — —_—— lg rn “ 
Do 0 DO (m+n)? 2m m 

msın —rı 

m 
IOm—n 1Om—n ö 1Om—n 

— I - ii 


u , 1lOm-+n 


+ 
+ — 1,000 832 503 927 324 .... 
+ 


—; 0,000 008 305 828 467 0 .... 


- 


"; 0,000 000 082 759 7352 .... 


Für Briggische Logarıthmen gestalten sich diese Formeln etwas anders. 
Wendel man die eben benutzte Entwicklungsart auf die Gleichungen (27. und 


25. $. 22.) an und bezeichnet die Vorzahlen der begleitenden Reihe durch 


B,, B,, B,....., so erhält man 
er 1] u | (m+n)?"  10m-+n ” 1Om-+n 10m—n | „10m—n 
a ii 5 lm)" m © m m © m 
1MOm-+n n n? n? 
— He -—— u 8B.23B.— = 2B.— — 
- © 1Om—n Bi m ‚lin 


Werden nun für (1.) auch Briggische Logarithmen genommen, wird dann 
(9.) zu (1.) addırt und davon abgezogen, und werden in die Resultate die 
Werthe für D,, B,, D,,.... aus (27. u. 28. $. 22.) gesetzt, so ergiebt sıch 


| ’ I} Aa nz 1 (m+-n)?” 109m-Fn „10m+n 1Om—n 10m—n 
10. Igbr. 1mT Säle TA tu 
msın u 
1} 10m+n 
— 45 ]0Om—n 
— — 0,434 656 033 765 0516 .... 
— —; 0,000 002 607 175 470 8 .... 
— -; 0,000 000 035 942 096 36 .... 
n’ 


— — 0,000 000 000 357 678 6 ... 


m’ 
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B*" a. na 8 user u lUm-+2 „10m-+n 10m—n ” 1Om—n 
msin— 
m 
1lOn+n N u " 
+ lg on, + m 0,434 656 033 765 0516 .... 


0,000 005 601 175 470 Ss 


0,000 000 035 942 096 3 


Das nämliche Verfahren lässt sich auf die in ($. 23.) entwickelten Aus- 
drücke anwenden. Bezeichnet man die Vorzahlen der Entwicklungen in (12. 


u. 13. $. 23.) der Reihe nach durch G,, G,, C;, ...., so ergiebt sich 


2 3 


n | 4 
I MN sh nn a n 
x ° gr m | ® u » Da — Pe 4 nn 
12 gl u, F I m r m? Gi ” GG mi 
a M—N n” nn n* 
x as a — ee ( — ne . : 
13. gl pr le m 8 C tr (4 > + G m. + 
Wird (13.) von (12. abgezogen, so erhält man 
n|j = M—N a ‚nm n’ 
ıl — lo Im! = jo —— UL, — — a u Um 
14. Ig 1 lg 17” lg Perl, E, = 20, G,; En 


Wird (14.) zu (1.) addırt, und davon abgezogen, so ergeben sich folgende 


zwei Darstellungen der Logarithmen von Facultäten mit gebrochenen Expo 


nenien: 
ar nn nn m 
- | 1 | 
| a lo —- 0 +C-— G- — = C 
15. Igel ie n + Er MEN zn 9 m’ 
msin — 
m 
m NT MN N m ‚n° 
IR — | m Al > 240 = Ur + 6; 
16. Igl le ME ' 18 MN ! m « m’ 
msin — 7 
Mm 


oder auch, für hyperbolische Logarıthmen 


.. ei N 17, MN N 99 "RA 222 NAR ART 
| i. le 1 m nn r le | Ze a u le m—n — m 0.422 $ 54 335 098 46 4 
m Ssın P_ T 


— "; 0.067 352 301 053 198 1 
ic = 0,007 385 551 028 673 98 . 
u = 0,001 192 753 911 703 2 .... 


— —; 0,000 223 154 758 493 5 .».. 


y. 3 |} + 
3 
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.—ii nt 1, M+N 
Is Io ; m — !|o — ——— +4 1 alt 
u = .., N IE m—n 
msin —7r 
m 


— — 0,427 784 335 098 467 | 


S, 


+ 7; 0,067 352 301 053 198 1... 


3 


+ 0,007 385 551 028 673 98 .... 


+ 


3 


Für Briggische Logarıthmen ergıiebt sich 


MSıN . 7T a pe 
m 3 


— —; 0,029 250 732 691 7 


9. ker"! 


— — 0,003 207 504 058 


— 0,000 518 006 442 


R NT ne 


MN N 
20. ll —=$] | ao 


0 ie — — 0,183 612 903 768 48 
Dr. 9 OO m—n Mm 
msin — 


Mm - 
n“ " 


+; 0,029 250 732 691 7 


0,003 207 504 058 


r 


Die Gleichung (17.) hat Bessel ın der angeführten Abhandlung ent 


oO 
wickelt. Seine Zahlen ın den angegebenen Formeln stimmen nicht alle mit 
den hiesigen. 
$. 29. 


\lan kann auch die Gleichung (20. $. 26.) benutzen, um die ın ($. 14 ) 


entwickelten Ausdrücke zu finden. Es sei, wie dort angenommen, 


2 n—?2 n—1 
1 | Er ım L 


. ler, re, 


— | 


Nun unterscheide man die Fälle, wenn zn eine gerade und wenn es eine unge- 
rade Zahl ist. Wendet man die Gleichung (20. $. 26.) auf den Fall an, wo m 


eIne eerade Zahl ıst, so ergiebt sıch 
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1 Zm—I 2 | 2m—2 
Be 1 m zT i l y/ 
‘ y rn! m m, en m) Ir — SEE 
sin Z_ 7 sin —ıı 
2m m 
2 | m 7ı 
1m mo —-, 
sin m 
sın —— 
2m 
Zm—?2] 2; 2rmn—l1i| A| : 
hen Be zT v 7 
1 am L . H zm|! a << a Ir L | rn) 5 „= 
. N i N 
sın — 7 sın 
Mm N 


Für eıne ungerade Zahl erhält man 





re RB. 4 2rn | - E 2 y £ 2m—I| 7 
3. ’ Zrntl! | u Zm+1 — — "- r || Znt1| , H 2rn--Ll — = 
sın sın T 
Im. 2m+-1 
ee re 7 = 7 
t mtl _ l 2rn +1 u * aan $ zZ 1 . t Im+1| — 
n M m 
sT sın - T 
2m+I 2m+1 
2m—Li u 2m 1 
EEE | a ST 6: e b 7 
I Zm+1! , 1 ml! — — r 1 2rm+1) I —— — — 
„Zm—l_ 2m 
sın T 
"sl 2m+I 


Es ıst leicht zu sehen, dass die Ausdrücke (2. u. 3.) Quadrate der einfachen 
heihen 
ar u Ian = ı 
(1 it) und 7 (1 mi ) 
ind und dass sich ferner die Producte der Facultäten so ın zwei Abtheilungen 


bringen lassen, dass die ersten 2nGlieder den letzten 2mn Gliedern gleich sınd 
dv 


“i 


Es ıst nun die Aufgabe, das Product der Sinus, welches dem Quadrat: 
der eben angegebenen Facultätenproducte gleich ist, auf eine andere Form 


bringen. Hiezu giebt die Analysıs das Mittel. Ihr zufolge Ist 


. sin 2mz i A j st AD 4 
> tn, > Sin (5 — 2) sin (2, + 2) sin (3,7 — 2) sin (57 — 2) 
m—1 

... MD T— 2) sin (5 Ftie .). sin (5, T—2) 
i sin(2m+!)z 7 2 Bi 
6 Diman, sin ni” )sın (it) sın (mt — 2) sin (5, -ı17+2) 

m—1 m—1 m 

sun (ng T— z) sın (mit: 2) sım a i- en 

Wird ın beiden Gleichungen z = 0 gesetzt, so nehmen die Ausdrücke 


0 k 2 eins 2 
links die Form z an. Ihr Werth lässt sich für diesen Fall entweder durch 


Entwicklung in Reihen, oder durch Differenzuren finden. Man erhält für 


u — 
u — 
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sin 2mz 2m sin(2m-+-1)z 2m+-1 


Pan —] und rn i sin z a 22m R 


Drm-Isinz 


\us (9. und 6.) ıst 


_ ,. nn .9n . In . m—1 Van: 1/ 2m 
, nz .SIN == SIn zZ .... sın ——- Ysınzr = 
’ 2m 2m 2m 2m .. 22m—1 
| 7 art IT m—1 MST en 
SS, sın: .SIn z_— [sis 2 SM IT. Sn 3‘— = Zm+l 
2m+-] 2m-+ m+-1 2m-1 2m-+-1 Jam 


Die Gleichungen (7. u. 8.) umfassen die Hälfte der Factoren in (2. u. 
3.) und sind daher den Ausdrücken (4.) an Werth gleich. Diesem zufolge ist 


x | 


9. ra) — | 


„zn—1 P2m—1 


2m 


x a 
| In P2mı 
T . dm 


10. ur ( | =. Im-+ L ) — | ee 
2m-+1 


Die beiden Ausdrücke vereinigen sıch ın foleenden 


BEE _— 1] fr  !lm- } 
11. „m 'q . ) —h (2m)? ) n-!. 


Aus dieser Gleichung lassen sich nun die ın ($. 14.) gefundenen leicht 


weiter ableiten. Es ist nämlıch 


l 2 n—Iı 


ar. ea, (2m) "1 


$. 30. 


In (S. 1.) ıst gezeigl worden, dass sich jede Facultät mit gebrochenem 
Exponenten durch einen Quotienten zweier ins Unendliche fortlaufenden Fa- 
eultäten und, unter bestimmten Bedingungen, der Quotient zweier ins Unendli- 
che fortlaufenden Facultäten durch Facultäten mit gebrochenen Exponenten 
darstellen lässt. Die Anwendung der Sätze ($. 12. u. 13.) führt zu den Ent- 
wicklungen ($. 26. bıs 29.). 

In ($. 12.) wurde die Gleichung 

L. 


N . 
(a+ —d)”“ 
M 


u. s. w. aufgestellt, welche die Bedingungen angiebt, unter welchen der Ueber- 
oang von Facultäten mit gebrochenen Exponenten auf unendliche Factorenfol- 


sen, und umgekehrt, gestattet ist. In dieser Gleichung kommt der Factor 


(a # ad)” vor. In allen bisher betrachteten Fällen, wo von unendlichen 
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Factorenlolgen auf Facultäten mit gebrochenen Exponenten geschlossen wurde. 
blieb dieser Factor ausser Acht und es wurde also die Gleichung 


. n|7 a«ld |  ala+d)(a+?2d).. 


-. an! = = 


rt (“+ d)(a+ 44-4) (a+ 4424) .. 


der Schlussfolge zum Grunde gelegt. Es ist nun nachzuweisen, dass die Ver- 
nachlässigung des genannten Factors geschehen dürfe, ohne die Richtigkeit des 
erhaltenen Kesultates zu beeinträchtigen. 

Nimmt man die Logarithmen in der Gleichung (2.), so ergiebt sich 





rt nn 
Br - zeig - 
(a+— a)“ (+, Mla+- —d4d) (a+- " 442). 
Eben so ıst 
aıd u N Ä 
Ba Zn lg a“ — Ig(a + zer". 
(a+— a)“ 


Wird die Gleichung (5. $. 21.) auf (4.) angewendet, so ist 


3. lg Re — = R(=- a (2) _R Fi. a) A (** 4 


(a+— a)“ 
m 


Da eine endliche Grösse, einer unendlichen gegenüber, mit welcher sie 


in Verbindung steht, verschwindet, so geht die vorstehende Gleichung in fol- 


n 
| un (* ) R( a 
6. > ” Er! Zu d u = 


: iR Rt Lg ner 
Behandelt man nun die Facultät aa nach der Gleichung (5. $. 21.), so ist 


2. zum (= — R(S )- 


Aus der Vergleichung von (2., 3., 6. u. 7.) folgt, wenn man von den Logarith- 


sende über: 





men auf die Grundgrössen übergeht: 


et ____aW@rd)la+2d)(a+ dd)... 
. ia N «ld wu. N n n . 
(a+ md (a-+ md) (a+ —d+d) (a+ — d+2d) u 


In dieser Gleichung fehlt der genannte Factor. Man kann denselben 
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wich nach (1.) ın den Calcul aufnehmen, und wird gleichwohl zu dem, eben 
ın (S.) erhaltenen Resultate geführt. Für diesen Fall ist aus (1.), wenn die 
Gleichung (5. $. 21) angewendet wird: 


vu A+ ee 
’ ‚fa-+rad 
9. Is am — R( =) + - Ig(a+: ıd) -- R(- *) — A\ — — 
{ d 


+ R(“m‘) 


‚farad N a-rad a+ad ) 
R( )+—1 m. gs(atad)= 7 o(atad) — pP —Ilg(a+ad)+— le (a-+ad) 


Nun ıst nach (3. $. 21.) 


a N arad 
(+2 — 14 0)lg(a+ad) — = 


} ü 
“har 
| IUCN yt 15 


N N 2 
+ — dad a+— d+rad ar —dzrad 
Bi R IM 7 ERDE Mm 0 le ( at / m 
d .. a+„dtad) + d 


Da auch hier die endlichen Grössen den unendlichen gegenüber verschwinden, 


‚o erhält man durch Einführung der eben gefundenen Werthe in (9.) folgende 


A+- — 
VW. Igar ı—_ Rn "“) _ R(-) 


und hieraus, da diese Gleichung aus (1.) base wurde: 


Gleichtno 


n.; arldı a ad)n 
11. am > | 


N celd 
(a+—d) 
M 


Nach (8. u. 11.) kann unter den angeführten Verhältnissen 


ar'd a d(a+ad) 
N m N 
“ld f d 
(o—i) (4 d)" 
m m 


sesetzt und daher die Gleichung (2.) ımmer angewendet, also auch der Factor 


(a + ad)” vernachlässigt werden. 
Geht man auf die Grundgleichung zurück, aus welcher (1.) und die 
übrigen hier erlangten Resultate abgeleitet wurden, so ist sie in ihrer All- 


gemeinheit 
. atd— attrrd 


und in der speciell hier vorliegenden Gestalt 
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n rd + n | 
—— u 
a" + ı > m! » 


Sie enthält folgendes Gesetz: 
12. In jeder Facultät, welche zwei gesonderte Exponenten hat, 
können die Exponenten willkürlich unter sich versetzt werden. 

Man kann daher die Rechnungen, welche der eine Exponent vorschreibt, 
zuerst ausführen, und dann diejenigen folgen lassen, welche der andere ver- 
langt; oder umgekehrt. Die veränderte Ausführung der Rechnungen hat auf 
das Ergebniss keinen Einfluss. Der Satz (12.) gilt sogar noch, wenn der eine 
Exponent unendlich gross ıst, also die Ausführung einer unendlichen An- 
zahl von Operationen verlangt, und es ist 

13. arted — arteld; 
was auch © bedeuten mag. Ist x ein Bruch, so entstehen die hier betrachte- 
ten Ausdrücke. 

Hieraus folgt, dass man bei einer Facultät eine endliche Zahl von 
Operationen mit einer unendlichen (nie endenden) Zahl in Verbindung brin- 
gen, und in der Ausführung willkürlich verfahren kann. Man kann daher mit 
Ausführung der endlichen Zahl von Operationen beginnen und die unendliche 
Zahl folgen lassen, und umgekehrt, mit der unendlichen beginnen, und darauf 
die Zahl der endlichen folgen lassen. Im letzten Falle heisst dies so viel als 
die Zahl der endlichen Operationen zue ausführen. Sie können also auch ver- 
nachlässigt werden, wenn die Ausführung der unendlichen Operationen voraus- 
geht. Dies ergiebt sich auch durch eine einfache Schlussfolgerung: denn eine 
Operation, die nach Beendigung unendlich viel anderer vorgenommen werden 


soll, ausführen, heisst so viel, als sie ze vornehmen. Hierdurch wird wie 


derholt der Satz 
aid a(a +d)(a+2d) BEE 


x)d — [m — n ge tennis een 
14. rt (a+2)t (a+xd)(a+xd+d)(a+xd+2d) .... 





bewiesen; der also gültig ist, ob er gleich die Form, aus der er ursprünglich 
entstand, nicht beibehalten hat, sondern verstümmelt (um mich dieses Aus- 
drucks zu bedienen) ist, und ein Glied noch enthalten sollte, welches er nicht 
mehr enthält, weil es keine Bedeutung mehr für ıhn hat. 

So wie sich nun ein Quotient zweier unendlichen Factorenfolgen unter 
bestimmten Bedingungen auf eine Facultät mit gebrochenem Exponenten zu- 


rückbringen lässt: so lässt sich auch ein solcher Quotient in bestimmten Fällen 


auf eine Facultät mit ganzem Exponenten bringen. Das Gesetz, nach welchem 


dies möglich ist, findet sich in (14.). 
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Endlich lässt sich der Quotient zweier unendlichen Factorenfolgen in 
bestimmten Fällen auf den Quotienten zweier endlichen Facultäten bringen. 
Die Form, in welcher dies immer möglich sein wird, ist 


(n+1)(n-+2) (n+3) (n+4) Fr. 
(m+1)(m +2) (m+3)(m-+4) .... 





Es ıst nämlich 





(n+1)(n+2)(n-+3)(n-+4).. (n+1b)" 1 n i 
> en il YET Sy u. (m+1)“! R. = le(n+1) Mia lg (m-+1) M. 
Nun ist nach (5. $. 21.) 
(n+1)"! 


= R(in+1+a) — R(n+1) — R(m+1-+a) + R(m+]) 
—= R(m+1) — R(n+]). 
Nach (5. $. 21.) ıst auch 


n'|] 


16. nn = Rtm-+1) -ARMD)— R(n+)+Rl)=Rkm+D)— R(n-+1). 


15. > (m+1)" 


Aus (15. u. 16.) folgt, wenn man von den Logarithmen auf die Grundgrössen 


übergeht: 
e 1-1 (n+1)(n+2)(n+3)(n+4) .. 
17. Ti 7 (m+-1) (m +2) ( (m+3)(m+4) .... 
Diese Gleichung lässt sich auch auf folgende Weise entwickeln: | 
(n+1) (n+2) (n+3)(n+N) .. em 2 DA Jr 1.+ten 


(m+1)(m+2) (m+3)(m+4) .... 1 Jetm let T pi Imtal 
rl Ja 1 
= pa = pm: 
Die Gleichung (17.) gilt, wie leicht zu sehen, auch dann, wenn rn und 
m gebrochene Zahlen sind; so wie, wenn m und n gleichzeitig negative Grös- 
sen sind. Für diesen Fall lässt sich jedoch eine veränderte Darstellung erlan- 
gen. Aus (17.) folgt für ein negatives m und n: 


I”! En+NM(-n+2)... .(—n+n—1)(—r+n).1.2.3.4... 
18. 1 7 (m+1) (-m+2).. (-m-++m—1) (-m+m).1.2.3. m 


























Nun ist 
Im! En DEen+2dI..-2-Don4mM _ _ Drop 
11 TU m+l)(—m+2)... (2) -D-m4m) Ohr penit’ 
folglich ıst auch 
—n+1) (-n+2)(-n+3)... NAME: pn, 
19, ) u ee —= (—]) 1-11 > 


(—m+1) (—m+2) A). 


Für gebrochene negative an ist nach (16. $. 13.) immer 
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ya stm a 
u — u nen Me 


Ist in (18.) nur n, oder nur m negativ, so wird der Werth der Gleichung 
entweder 0, oder unendlich gross. Die Sätze in (15. bis 20.) gelten nicht nur, 
wenn die Zunahme der Facultät die Einheit ist, sondern auch für jeden andern 
Werth der Zunahme. Jedoch ist zu bemerken, dass man bei Anwendung der 
in diesem Paragraph aufgestellten Sätze vorsichtig verfahren muss; namentlich 
wenn es auf die umgekehrten Schlüsse ankommt. In diesem Falle ist es immer 
sicherer, die Gleichung (1. oder 13.), welche volle Geltung hat, zum Grunde 


zu legen; wie sich dies sogleich ım folgenden Paragraph zeigen wird. 


Ss. 31. 
In ($$. 21., 22, 23., 24. u. 28.) wurden verschiedene Arten angegeben, 


den Logarithmen einer Facultät auszudrücken. Die Sätze im vorigen Paragraph 
geben nun ein Mittel an die Hand, die in ($. 23.) und zum Theil auch die in 
(). 24. u. 28.) gefundenen Formeln auf eine ungemein einfache Weise zu ent- 
wickeln. Zu dem Ende ist von der in (13. $. 30.) aufgestellten Gleichung 
auszugehen, welche immer für ein ganzes und gebrochenes, positives, so wie 
für ein gebrochenes negatives © gilt, in bestimmten Fällen aber für ein ganzes 
negatives x auf einen re 7 grossen Werth führt. Aus (13.) ist 


a 
3 (a-+rıd)"i 





B.: ard — lo 
Nun ıst 
l. ke+tW=lk@l+)=igs+lg(+ 2) 


Werden nun sämmtliche Glieder des Nenners nach dieser Gleichung behan- 


delt, so ergiebt sıch 
ad 


lg(a + d) —=lsa+lg(l+ - =) 
Ig(a+d-tad) =Igla+d) +Igll + Zr) 


ga +2d+ ad) =Ig(a +2d) +lel+ Rn) 


Hiernach geht (1.) in folgende Gleichung über: 


32” 
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| = d 
3. kad—— le(l .- > — ls(1+ 7) — ls(l— == + alg(a-+ ad) 


u. ro. ara) 
E: 7%: ar dar 














zd 
pa rare‘ 


Werden hier die Ein rechts, vom zweiten an, nach ve ( Reihe ent- 


I. 


wickelt: 
” . u? u® “ 
4. kA+ I), - +5 - mt... 


0. 
A 


so erhält man 





2 ad ya ad x? d? x°d? + d* 

sir a+d’ a+rd 2(a+d)”? 3la +d)? 4(a+d)' + 
ad xd a? d? a? d? ar d* 

sll+ 42) — add Kara + 3ar2d? Kara r 

i ud Br xd BE e ad? | _wtd* 

s( + a+3d ar3d 2(a+3d)? 3(la+3d)? 4a+3d)' " 


Ördnet man die hieraus entstehenden Reihen nach den Potenzen von ad, so 
erhält man für (3.) folgenden Ausdruck: 


fi :d 
I. kat—=—l(l+ —) + x Ig(a + ad) 
a 
a (+ er er) 
x?d? 1 | 1 1 
2 \a+d)? + (a+2d)? r (a+-3d)? r (a+4d)? He.) 
ad, 1 1 l 1 
Bu (ra + (a+2d)® Fr arda) ” (ad + 0) 


Nun ist in diesem Journal (16ter Bd. S. 138. $. 127.) gezeigt, dass 
[| 1 I 


1 ze 
tat tat az ga + ad)+C- ) 
ist. Wird dieser Werth in (5.) eingeführt, so ergiebt sich 
1 
6. lg ard— — lg(1 +7) —  Ü— dr 
ei in 1 ad? . i u 1 


sn sicli + ‚ PR \ un FE ns SEE Se 
“ 2 I (a+:zd)? All TR Ti 4 —! (a+rzd)* 
Setzt man hierin d=a=], so findet sich aus (6.) 
” 1 Ü, er 


. Eu x" _„1 
1. lg 1=—kil+a)+1l— Oa+zZ227 3 at 72 Se nl 


Dies ıst die in (8. $. 23.) gefundene Gleichung, die immer für ein ganzes 


und eın gebrochenes positives oder gebrochenes negalives x gilt. 
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Benutzt man die Gleichung (3.), so kann man die in (15. $. 22.) ge- 


gebene Formel noch anders umformen. Es ist nätnlich 





Ig m’ — lg (mn = — lg(I+ 2) + 1824 ++ 2)... +1,94] 
Werden die hier erhaltenen Ausdrücke nach (4.) behandelt, so findet sich 
(m+tn?”m n 
— lg 5 = —Is(1+,) 
n n? n? 


2-33» +35 — br 


n n” n® 


a 
n n? n 
u SE X 7 Er aan. 


er r n ’ ü 
Wird dies nach den Potenzen von - geordnet, so ergiebt sich 


Im 
9. RT + — 19.3.4...) 





I 1 1 
Z >$+3+...75) 
n?® /1 1 1 
+salatst...p) 
n /1 1 1 
- (5 +5 +... 5) 


n (m +n)?" h  . 
Um den Werth von lg — 5 — darzustellen, sind die Werthe von 2), nö- 


Dy 





thig. Sie sind folgende, bis auf 21 Decimalstellen berechnet; noch die 2lte 
Decimalstelle dürfte richtig sein. Die Vorzahlen bezeichnen die Buchstaben 
D, D,, D, .... 
10. D, = 1828 968 253 968 253 968 253 .... 
D, = 0,539 767 731 166 540 690 350 .... 


D;, = 0,196 531 985 674 193 251 668 .... 
D, = 0,081 936 583 493 756 546 785 .... 
D, = 0,036 897 341 344 693 456 035 .... 
D, = 0,017 340 512 441 431 496 134 .... 
D- = 0,008 349 054 950 157 442 4ll .... 
D, = 0,004 077 336 255 262 596 260 .... 
D, = 0,002 008 391 002 408 654 508 .... 


D. = 0,000 994 574 958 549 472 793 .... 
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D.. = 0,000 494 188 588 225 514 254 .... 
D.. = 0,000 246 086 551 801 829 508 .... 
D,, = 0,000 122 713 347 428 012 326 .... 
D,. = 0,000 061 248 135 043 936 850 .... 
D.,, = 0,000 030 588 236 305 501 270 .... 
D. = 0,000 015 282 259 408 491 632 ... 

D.- = 0,000 007 637 197 637 882 025 .... 
D.. = 0,000 003 817 293 264 997 752 .... 


Vom 19ten Gliede an fallen diese Vorzahlen mit den in ($. 23.) für 


1 


NS, —, angegebenen Werthen zusammen, wenn nicht mehr als 17 Stellen in 
LK x m 


Betracht kommen. Die mit den Gliedern D,, D;,, D, .... verbundenen Divi- 
soren 2,3, 4,5 .... können auch entfernt werden. Dies giebt 


ıl. E, = 0,269 883 865 583 270 345 175 .... 

FE, = 0,065 510 661 891 397 750 556 .... 
FE, = 0,020 454 145 8753 439 136 696 .... 
FE, = 0,007 379 465 268 938 691 207 .... 
F; = 0,002 890 085 406 905 249 355 .... 
F, = 0,001 192 722 135 736 777 487 .... 
FE; = 0,000 509 667 031 907 824 532 .... 
F, = 0,000 223 154 555 823 153 834 ... 
FE = 0,000 099 457 495 854 947 279 .... 
FE, = 0,000 044 926 235 293 225 568 .... 
FE. = 0,000 020 507 212 650 152 459 ... 
FE, = 0,000 009 439 488 263 693 255 .... | 
FE: = 0,000 004 374 486 675 852 632 .... 
FE; = 0,000 002 039 215 753 700 084 ... 
Es = 0,000 000 955 141 213 030 727 .... 
E,; = 0,000 000 449 246 919 875 413 .... 
Es = 0,000 000 212 071 848 055 430 .... 

Die spätern, hieher gehörigen Werthe fallen ebenfalls mit denen ın ($. 23.) 

zusammen. Der Werth des in (9.) vorkommenden Logarithmen ıst 

lg(2.3.4....9) = Ig 362 880 = 12,501 827 480 081 469 611 207 .... 


Demnach geht der Ausdruck (9.) in folgenden über: 





EEE 


(1Om-+n)?” N \ ac EL m? “ m" 
—, —=—k(l1+)—1g2.3.4.9)- Eastka Bat“ 


5 don 
12. le Mm 
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Werden die gefundenen Werthe in (15. $. 22.) eingeführt und die 
Vorzahlen der Glieder der dortigen Reihe durch A,, A), As, As .... bezeich- 


net, so erhält man 


ni 10 10 10 
13. Is =) Hg nr Ia2r— 15362880 


M 








n* 
BEE ad + Am he +4: 


Mm 
- Et + ums + ES — 
Mm M 


Dieser Ausdruck, oder der 0), ist gut benutzbar, wenn m eine et- 
was grössere Zahl im Verhältniss zu z ist, weil dann die Glieder der beglei- 
tenden Reihe schnell convergiren; oder wenn man die nöthigen Logarithmen- 
tafeln nicht zur Hand hat; oder auch, wenn die Logarithmen selbst nicht wei- 


ter darin angegeben sind. Sollte der Werth von Ig(l + —) ebenfalls durch 


eine Reihe dargestellt werden, so geschieht dies leicht, wenn die Vorzahlen in 
(10.) um die Einheit, oder ın (11.) um 3, 4,1,1,,... erhöht werden. Endlich 


kann man auch die Ausdrücke (10 + —) ls(10 + —) — 5le(10 + —) in 
(13.) auf die nämliche Weise wie in (3,.) behandeln. Dies giebt 
(10 +) 1810 +) — !lg(10 + —) = 101510 + — 1g 10 — !1g 10 


n n? n® n* n? 
TO I 30 TS 10° Ba a7 11,777 Bu 
n? n° n? 
+ Tom Tr, nn Due #17 Euuaiae 
1 n? n? n* n’ 





— 3.10m 7 2.3.10°m° 7 2.3.10°m° # 2.1.10:im! — 25.10°m° 
Wird dieser Ausdruck nach den Potenzen von — geordnet und wer- 


den die nöthigen Reductionen gemacht, so ergiebt sich 
14. (10 +) 1810 + 7) — Ig(10 + ) = 101g 10 — }g 10 


+ 1-35 +l 10) — 


M 


] 1 n? 

+ ta) 
1 n’ 
5 tm 
1 n* 


1 
* nu io + 300m 


1 n 
5. gi + 2.5. au 
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Die in Klammern eingeschlossenen Grössen können nun auch in Deci- 
malbrüchen dargestellt werden. Nennt man sie der Reihe nach F,, F,, 
ARE so 1st 

13. FF = 3,252 555 092 994 045 684 107 ... 
FF, AB ..: 
F;, = 0,001 833 3 .... 
IF, = 0,000 095 833 3 .... 
F, = 0,000 006 .... 
IF, = 0,000 000 416 66 .... 
F; = 0,000 000 030 952 380 952 3 .... 
F, = 0,000 000 002 410 714 285 714 285 .... 
Der Werth der hierher gehörigen Logarithmen ist 
101g 10 — 531g 10 = 21,574 558 383 443 433 998 17 .... 

Man sieht, dass auch die Glieder der Reihe (14.) schnell convergiren, 
und dass daher der Werth von (14.) leicht dargestellt werden kann. Nach 
Bedürfniss kann man sich daher der einen oder der andern, oder auch aller 
bisher aufgestellten Reihen gleichzeitig zur Berechnung des Logarıthmen einer 
Facultät mit gebrochenem Exponenten bedienen. Immer wird man diese Lo- 
garithmen auf wenigstens sechzehn Decimalstellen mit Sicherheit anzugeben ım 
Stande sein. Verbindet man sämmtliche bisher betrachteten Reihen mit ein- | 


ander, so ergıebt sıch 


16. Ig el = — Ig(1 + ) — 1g 362 SS0 + "lg 10 + }1g 2r — 10 


+A-Üs+ıHE-E- 


Im 
z ‚m 
+ A+Bb+F)n 


' 1,9 
— (A; + E, + I) 
Zählt man endlich die Werthe — lg 362 8850 — 10 + Y1g 10 + 31g2r + A, 


zusammen, so eeht ıhre Summe ın 0 über und man hat 


)-(A+1+H—- RA) 


Mm Mm 


n 


17. klm'’=—kl+ 


n 


— BE 5 
+ (A, + FE, + F;,)m 


\ n” 
/ m? 


— (A+JF+F; 
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Die Vorzahlen der Potenzen von — in dieser Reihe fallen mit den in 

r „I 1 1 

(12. $. 23.) angegebenen Werthen von 3,» 32273 5275, .... zusammen; 

wie es auch sein muss. Hieraus ergiebt sich zugleich die Bestätigung der 

Richtigkeit der in ($. 22., 23.) und in diesem Paragraph aufgestellten Glei- 
chungen; so wie derjenigen, welche aus jenen abgeleitet wurden. 

Es lassen sich diese Bemerkungen auch auf die Gleichung (5. $. 28.) 


(m—n)Im 


anwenden, und der Ausdruck Ig (men)im lässt sich auf die nämliche Art wie 


ın (6.) entwickeln. Dies giebt 


h n a BD... m 
18. Ig(2m—n) = lg Zm — 9, 7 2.2m 52m Im Te 
n n” n” n* 
lE@m—n) = Ig 3m — 3,7 23m  FIm Em 


2 3 
n N n n 
‚ — 63 € FREE u ar - az Wa > ae er men 
lg (Im n) 2x lg Im Um 2,9? m? 3.9° m? 4.9 m* al; 


c 


n n- 


19. leQm+n)=1ig2m +5, 339mt+ Zu mt 
n n” n’ n* 

le m+n) = lg 3m + 3, — 55m + Zn 3m te 

ls(I9nm-+n) = lg 9m + Sen + ale 4 + 

Oo Te 9m  2.9°m? " 3.9°m?  4.9*m* Brunn 


Wird (19.) von (18.) abgezogen, so erhält man 





‚ (Zm—n)*" En 2( Es 1 
20. Ig. (Amnyim = 2 +3 rt 5) 
. ! 1 
u Rt + 4 we PORN -\ 
1 
7 Bm „(2 ;+ u... >) 
Durch Benutzung dieser r Be sich aus 6. $. 28.): 
’ I nT —n — Ka 1Om—n , 10m—-n 
21. le 1” — sIg + jo” ar u lg Str u, Kr 
m sin — 77 
m 
10m—n n n” n® 
+ lg 10m-+n  drA)n ... An lag 
‚» ME; 
— 5 — rBarbho- 
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Die Benutzung der zweiten Reihe in (21.) zur Darstellung von 
(Zm—n)"" 
(2Zm-+n)" 


angegebene Methode kann endlich, wie leicht zu sehen, auch auf die Ausdrücke 


wird sich in bestimmten Fällen mit Vortheil anwenden lassen. Die 





10m+n 10m+n 1lOm—n , 10m—n ‚’. 10m -n i 
u Ir mean ri 10m m ausgedehnt werden. Die Summe 
dieser Ausdrücke ($) ist dann folgender Reihe gleich: 
n en n° n’ 
> .. "Me „ee A 
22. Ss=+F m uf Lkyer F: m’ a 


Endlich ıst noch zu bemerken, dass aus den hier gegebenen Entwick- 
lungen eine Methode folgt, die Summe der reciproken Potenzen-Reihen in 
Decimalbrüchen auszudrücken. Man hat zu dem Ende die Vorzahlen von (17.) 
zusammenzuzählen. 

$. 32. 
Die bekannte Gleichung 
l. (a+I)d = and yn.artdhld + (n),ar dad + (n),arlddd 4... 
welche zeigt, wie eine Facultät, deren Basıs als zweitheilig betrachtet werden 
soll, in eine Reihe umgewandelt wird, deren Glieder nach den Facultäten 
der beiden Theile der Basis geordnet sind, ist zu mehreren nicht unwichti- 
gen Anwendungen geeignet. Wird nämlich die Facultät a"-='@ in jedem Gliede 


rechts ın 
arıd 


— (a+(n— x) d)*4 
zerlegt, so geht die Gleichung (1.) in folgende über: 





an En — and (a+-nd) zid — 


z (a+b)" 4 N b b2ld paid ; 
2. zu men sa Dar (n): (a+(n—2) 424 ” (Na n— 3) Pd 
oder ın 

e (a+-b)"ld b - Dad 

3. ur un I+n ar(n—1)d u (N), arm-Da) —d +(n); (a+r(n—L)d)?? a 


Setzt man nun a — (n—1)d statt a in (3.), so geht die vorstehende 

Gleichung, in Rücksicht auf (50. $. 11.), über ın: 
(a+b)”!4 b p21d p31d 
4. quld —1l+n- + (n) ur (n);; 1-d +. 
Wird — 5 statt 5 in (3. u. 4.) Eier so ergiebt sich nach (28. e 11.) aus 
diesen beiden Gleichungen 
” (a— hyrıd b h21-d p3' — 
gi % ft a-(n—1)d + (n) 2 (a+(n—1)d)?-4 (Ms (an Na) .. 
(a—b)" —d 7 Y-d A3-d 


b 
ze } 2 (n)ız = - (n), 4 + .... 


ut... 


6. 


a" —d 








11. Oettinger, Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 25: 


Wird —d statt d in (3., 4., 5. u. 6.) gesetzt, so ergiebt sich 














(a+b)"1- . b b2i-d 731-4 
and — —— 1 + N 1— —(n— 1)d + (n)? (a+(n— 1a): 2d + (Aa (ütee —1)d )9"4 +. 
. (aybynid b p2ıd y-4 
8. ä ar'd — ==] + na u. (n):, 21-d + (n); 5; add >, 
(a—b)"'-4 b h2d 734 
( — — a 
). and 1 a—(n— —1)d ” (m), —(n—1)d )?? — (N) an —1)d 34 ” 
(a—b)rld ” m D3\4 
0. ur =l-n +) m Mm 
Wiırd in diese Ba —n statt n geseizt, so erhält man 
1 (a—d ‚rd Sn (a—n d)” d 
* (a+b—d)" IT (a+rlb— nd rd 
b L Bi. 2!d ı 2314 
=1—n en 2 Fire ld) "Ban ni 
12 (ad )y"'d a _(a+nd)" nd 
m (a+b4.d)rd TT (ay+rb+nd)"? 
b b2id b3 31d 
=1— nz + Inh aa — [rn] 52 
13 _la-dy" __ _(and)”” 
. (rt nn nd yr'd 
b p2ı-d 131-d 
rien BR ya n]. (a—-(n+1)d)?- + ln a (n+1)d)?-4 
14 (a+d)"“  __ _(a+nd da)" -d 
* (a—b4+-.d)"d — (a—bynd )y"'-d 
b b2i-d 3-4 
—=1+n- + [In]; at Ir); „5=a +. 
u MT lasady ; 
J. (a+b+.d "4 ni (a-+b+nd)"* 
b h2'-d h3i-A 
nt en hat 
16 _(a-d)" ev - (a— - nd 'r" d 
. (a+b— d )"'- EN, (a+b—nd )r'd 
3 pad 731-4 
=1l—n- + Ligen _ Iru]3 Zara + .... 
17 (ard)"? __ (and )"'? 
I (a-b+a)y" T (a—b+nd)"- 
RER Er 
_— —] BE ea +(n— —U )d) + ı ? (a+(n+-1)d )2'? n Kara hayet 
18 (a-dP _  d(a—nd)” 


a = Teen 
h2id b3| Id 


=1—-n + Inhmut 
33* 
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Aus diesen Formeln lassen sich eine Menge anderer ableiten. Die Glei- 
chungen (4., 6., 10., 12., 14., 16., 18.) hat schon Kramp gegeben. Sie bilden die 
Grundlage der hypergeometrischen Reihe, welche daraus, wie leicht zu sehen, 
abgeleitet ist; mit dem Unterschiede, dass in jener noch eine weitere verän- 
derliche Grösse (x) enthalten ist. Setzt man in (6.) a=b — d, so wird 


( . nid b Aid h3l-d 
19. (—]1) (b—d)ri-4 = 1 en nd + (n); (d—d)21-4 En (n); (D—d)? d + „0... 


oder 


‘ e dr\@ (7 I l 1 3. un 
20. ( -]) jnki=7 — 7 —n. 3 +(n); D_24 u. (n); -r + (n), b—Ad nn... 


Wird hierin — d statt d, oder, was dasselbe is, a=5+d ın (10.) gesetzt, 


so erhält man 


9, 2 _1_r„ ab _na-Da-2) | na-Da-2a) _ 
“url TH drd  1.2.00+2d) 1.2.3.(+3d) 1.2.3.4.(b-+4d) ur 
Setzt man 5b — rd statt a ın (9.), so ergiebt sich 
(rd rI-d b b(b-d) ni 
=1- nat m. (rd) (b—(r-+1)d) 
B 2 bib-d)(b-2d) 
= (n); (d—rd)(b—(r+M)E)Cb—(r+2)d) Too 
Wird auf beiden Seiten durch Zr = b(b—-d) (b—2d) .... (b-(r—1N)d) dı- 


vidirt, so erhält man 


(—rd )"' 1 n n(n—1) _ n(n—1l)(n—2) 





22, | 
(rd y"I=4 





+)‘ — "als lee ER I ARE. EEE SEE 
2 a te 23er 
Wird hierin — d statt d gesetzt, so findet sich 

d" PN l 1 1 1 1 


24. 7 n+r|d —_— tus 


ar a ar har 
Die Gleichungen (20. u. 21.) sind besondere Fälle der Gleichungen 

(23. u. 24.). Die Gleichung (24.) lässt sich jedoch noch umformen. Wird 

nämlich die Facultät 4*+rid nach (13. $. 11.) behandelt, so ergiebt sich 








b b Duni 
) d" ‚ri 17, za u ae 14 
‘*)” A a SM > > 3o a en nen — 
mr). hn+r Ze z 2 m b ae Pr a "r 
ad’. rer d'. au 11 1% d 11 I(r+n) d| 
h r 
1a 


= 6b 
da Voll dlr+n)T" 


Hiernach lässt sich der Ausdruck (24.) mit Facultäten vergleichen, 


welche gebrochene Exponenten haben, und man erhält aus (24. u. 25.) 
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h 
—I 
17) 1 1 1 1 
u. a’, Pl, d(rn)T Tu va ra)" ” Teer yo (n); (b+3d)" ? ” 


und hieraus 








vn 11 i 1 

27. a-ıl- am, (tn)? | (u en Rn 2 Ofen ut“ .) 
1! 1 1 

3 paar, > = (rn)! (a Du u 77 ED RD T ee YITz 


| 
Pair: (n); 03ay 7 +... ..) 


Die beiden Reihen (27. u. 28.) haben die merkwürdige Eigenschaft, 
dass der Werth rechts vom Gleichheitszeichen sich nicht ändert, wie sich 
auch zz ändern möge. Die Reihe rechts behält daher für alle Werthe von 
n einen und denselben Werth. Setzt man nun r unendlich gross, so gehen 
die Facultäten von zn in Potenzen über. Dieser Uebergang soll durch n = «u 
angedeutet VERERB. Demnach ist aus (27.) 

u EDER BAER 
Fan Da (bay F Praparate 
Wird unter dieser Bedingung « durch « dargestellt, so hat man aus (27. u. 28.) 








b\ 
iz! ab ad+d b+2d 6434 
0. Fan gan art apa mogte 
= ı ar „b—d ah—2d ab —3d 








3 aan get aan age 


Die Gleichungen (30. u. 31.) dienen dazu, den Werth der vorstehen- 





den Reihen für den Fall, wo x unendlich gross wird, durch endliche Grös- 
sen auszudrücken. Die frühern Reihen gelten alle von endlichen Werthen. 
Diese Gleichungen lassen viele Anwendungen zu. Wird in (24.) rn negatıv 
gesetzt, so wird die Zahl der Glieder unendlich gross, und man erhält 
a. n __n(n+]) n(n+1)(n+2) 
32 a ae F 12.0 1.2.3. (04a 


Diese Gleichung giebt immer reelle Werthe, so lange r>n ist. Es ist 


1 1 1 1 
1 l T 1 1 
21er: 
1 1 1 1 1 





+37seettrhirt- 


31.2.31234" 2345 
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u... w. Setzt man in (24.) r=1 und nimmt (25.) zu Hülfe, so findet sich 
d" Ir 1 n 1 1 


DHid TH Ddyrd 4 (N); 2a u” WDlyaer, "is 


b| N 
1a! 17 1,1 


"+71 


b(1-Hn) b.1 


| Bau = n 
Setzt man hierin ferner _ statt n, so wird 


34 15 | 2 ] = ‚ _ 1 2 nn ”. BE. me oo ur ndımm 
+4, 15 PR. re b m(b+d) 1.2.(5+2d) m? 1.2.3.(b-+3d )m® + .... 


ö 1 > n b 
Werden in dieser Formel die Werthe = und 77 vertauscht, also 4 statt n, 
dd statt m und umgekehrt gesetzt, so geht (34.) über in 


t 


, | ’ | 
om r ia 1 A bi m b(b—d) 2. b(b—d)(b—2d ) 
1 n d(n-+4+m) 1.2.(n+2m)d? 1.2.3.(n-+3m)d? 





3». == 


fi) 


un - - 
n.iIm "4 


Aus (37. u. 38.) erhält man folgende merkwürdige Beziehung: 





a l nn n (n—m) n(n—m) (n— 3m) 
36. 5l5 — mare) + 12m (br)  1.2.3.m (rd) rl 
1 d b(b—-d) b(b—d)(b—2d) 
— n|,  .d(n-+m) 1.2.d?(n+2m) 1.2.3.4° (n-+3m) ou J 


| b n 
Man sieht, dass sich ın diesen Reihen die Grössen 7 und z vertauschen 


lassen. und dass bei diesem Tausche die erhaltenen Werthe sich gleich 


bleiben. 


(Die Fortsetzung folgt.) 
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12. 


Demonstration elementaire d’une proposition 
senerale de la theorie des probabilites. 


(Extrait d’un memoire russe sur l’analyse l@mentaire de la theorie des probabilites.) 


(Par Mr. P. Tehebichef a Moscou,) 


$. 1. Ki. proposition, dont la demonstration sera l’objet de cette 
note, est la smvante: 

„On peut toujours assigner un nombre depreuves tel, quil donne 
„une probabilite, aussi approchante de la certitude quon le voudra, et que 
„le rapport du nombre de repetitions de levenement E ä celui des epreuves 
„ne seecartera pas de la moyenne des chances de E au delä des limites don- 
„nees, quelques resserdes que soient ces limites.” 

Cette proposition fondamentale de la theorie des probabilites, contenant 
comme cas particulier la loı de Jacques Bernoulli, est deduite par Mr. Pois- 
son dune formule, quil obtient en calculant approximativement la valeur d’une 
integrale definie, assez compliquee. (V. Recherches sur les probabilites des juge- 
ments, chap. IV.) Toute ingenieuse que soit la methode employce par le ce- 
lebre Geometre, ıl reste a @tre Impossible de montrer la limite de lerreur que 
peut admettre son analyse approximative, et par cette incertitude de la valeur 
de l'erreur, sa demonstration n'est pas rigoureuse. Je vais montrer ici, com- 
ment on peut demontrer rigoureusement cette proposition par des conside- 
rations tout ä fait @lementaires. 

$. 2. Supposons que Pı, Pa» Pas +: Pu soient les chances de l’Evene- 
ment .E dans 4. Epreuves conseeutives, P,, la probabilit@ que E arrıvera au 
moins m fois dans ces « epreuves. On parviendra, comme on sait, a l'ex- 
pression de P, en developpant le produit | 

(pıt+1—p,) (pet +1—p:) (pst+1—p3) .--. (put+l—p.) 
suivant les puissances de £ et prenant la somme des coeflficients de 2”, {"*', 
.1”. De la resultent evidemment ces deux proprietes de P,: 1) Cette quan- 


titE ne contient point de degre de Pı, Pr, Pas +++. 2. plus haut que Funite; 


2) Elle est une fonction symetrique par rapport ä P1, Pa, Pay ++ Pu. En vertu de 
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la premiere propriete P, pourra tre mise sous la forme U+ Fpn+lVıp: 
+ IV pp» ou U, W, IF, PV sont independantes de p, et p,; en vertu de la se- 
conde, F et F, sont egales. Donc la forme de lexpression P,, est I +F(pı+p:) 
+ IV pp; ou U, F,FV ne contiennent ni p, ni 2. Dlapres cela il est fa- 
cile de prouver sur l’expression P,. le theor&me suivant: 

Thcoreme. „Si pP}, pa ne sont pas @gaux, on peut, sans changer les 
„valeurs de p, + Pa; Pas +--- Pu, augmenter celle de P,„ en prenant p=ps; 
„ou on peut parvenir a une des Equations suivantes: 2, =0, p, =], sans di- 
„minuer la valeur de P. 

Demonstration. Nous avons vu que lexpression de P,, peut Ötre 
mise sous Ja forme U+F(pt+p) + IVpp:; ou UV, IV sont indepen- 
dantes de p, et p2. Or la formule U+F(pı +p2) + Vpıp, presente tou- 
jours un des trois cas: IV Z0, IV =O, IV -V,. 

Dans le premier cas la somme p, + ps reste Ja m@me, et la valeur de 
P, augmente de 3/F(pı —p.)’, quand on change p,, p en 4(pı +p.), 
{(p,+p); car la difference 
U+TF\s(p.+ P)+3(pı+Pp)]+ FF 3(pı#P2) (pp) —UHF (ptp)+FVpıp:\ 
se reduit a IV (pı—p2)" 

Dans les deux derniers cas on ne changera pas la valeur de la somme 
pıtp, et on ne diminuera pas celle de U+F(pı+p:)+FVpıpz, en changeant 
P1, pa en 0, pı+p, ou en 1,p,+n,—1; car 
U+F[0+p,+p2)+ VO (pi +p) N UÜHF (mp +Pp)+M pp =-Wpıp:; 
U+-W [1+p+p-1)+V 1.(pt+p—-D)-}U+Flp+p)+FVp pP. = 

IV ı-p)(l-p2). 

Mais les premieres de ces valeurs de p,, p, pourront ötre admises toutes 
les fois que p,+ps ne surpasse pas 1; car elles sont alors positives et ne sur- 
passent point lunite; dans le cas contraire otı p,+p2 >], on pourra changer 
pı en 1, p, en p,+p2—1, ce qui prouve le theoreme enonce. Le theoreme 
nous conduit encore au suivant. 

Theoreme. „La plus grande valeur que P,, peut avoir dans le cas 
„ou 9 + Pa +Pps +... +p.= 9, corespond aux valeurs p,, P2, Pa» +++. Pu don- 
„nees par les equations 

pP =V9, pr =0,.. pP =V, pP =1h Por = bb. Po =1; 


S—6 S—6 S—6 





a Te co Pu = 
P’o+o+l U—0—6’ P’9+0+2 u—0—G’ Pr U—0—0 


„oli e, @ desienent certains nombres. 
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Demonstration. Supposons que m, T,, My, .... 7, soil le systöme de 
valeurs de p,, P2, P3> +++. ?u qui, verihant lequation Ppıtpetp: +... +p.=S 


\ 


donnent la plus grande valeur a P,, et renferment en meme temps le plus 
grand nombre possible de valeurs egales a 1 et O sous ces conditions. So- 
yent dailleurs m, 3, .... rg celles parmı les quantites m, 7,, 7, .... 7. qui 
sont egales a 0; ngrI, Tgr2, +... Too celles qui sont egales & lunite; toutes 
les autres Topo+l, Topo2, +... Tu, Etant suivant Ja supposition differentes 


de 0 et 1, doivent ätre egales entre elles; comme nous allons le prouver 


\ 


toute a l'heure, 

En eflet, sı or] n’est pas egal A Mo4o+2; ıl est possible, dapres 
le theoreme precedant, ou de rendre P,, plus grand, sans changer la somme 
Hm t... tor lt Mt... +, en prenant Toro +1 = Tg+0+2, ou de 
faire m, 0 +1 egal al ou 0, sans diminuer la valeur de P,. Mais le premier est 
contraire & Ja supposition que le systeme m, my, My, 2... 7, donne la plus 
grande valeur A P,, sous la condition +; +; +... +7.=S; le second est 
contraire A Ja supposition que de tous les systemes qui ont cette propricie, 
1, My, My... Tu est celui qui renferme le plus grand nombre de valeurs 
egales A 1 et 0. Donc ıl faut necessairement que 

Kool > Rope2 > oe. Eüie 
Mais outres ces equations nous avons 


Y 
% 


7, =0, u=d,... 0, To +1 =] a 2,0] M mm tm +..+07.=S 
don resultent les equalions du theoreme propose. 
$. 3. Passont maintenant ä la recherche des valeurs de Fexpression de P,,, 


correspondantes a p,=0, m =0, ..p,=1, p+1=1 pr =]... po = 1, Por 


S— G Kam G S— 0 D 
Inge ) i u essen _ "PER. e la Ttemarque que Nous avo 
uuDwd ! Po -+: uU—=D—6’ / y M—0—6 un i ns 


faite par rapport ä lexpression P,„, ıl suit que la valeur de P,, corespondante 
a pı=V, p=%d, .... Du 0, Pot] u 1, Po+? — R, /o+0 — " Po+0o+]1 


S—6 S—6 S—6 t ) f . ] 
— — “ 92m — a re u a somme des coellıicıenis de 
U—0—6’ PH? uU—0—6 Pn U—0—6 R 





‚ ° S—6 lg He O0—0 
1", 1”, .... 2“ dans le developpement du produit v(; t-+ - 4 


U-0-0 00 


x 


et parconsequent elle est egale N) 
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1.2... u—0—6 ( S—6 ah Ta) 


er m u—m—0 S—6 
1.2...m—o.1 2... M—O U—0—6 U—0—6 1 + _- 


m—0+1 u—S—o 





u—m—o S—0 u—m—o+l S—c 
m—c+l u—S—0 M—0+2 u—S—6 MP 





u—m—g 8-0 u-m—o+1l S—o 1 S-6 ) 
m—co+l u—S—o m—0+2 u—S-o "10-0 u—S—o\ 














Voila l'expression qui, en consequence du theoreme precedent, pour certains 
nombres entiers positifs g et o, sera la limite superieure de toutes les valeurs 
de P,„, dans le cas, ou p #pa +p3 +... +m=S. 

En remarquant que la valeur de lexpression 


u—m—0  S—6 u—m—o S—6 u—m—g—1 S—6 
I + — —— u +... 
m—6+1 u—S—6 m—-c+1 u—S—D m—-c+2. u—S—o . 





u—m—o S—6 u—m—o—1 S—6 1 S—6 
m—0+1 u—S—0 m-0+2 u—S—o Tu 
est plus petite que celle de 
u—m—g 8-6 u—m—o S—0 \? u—m—0 8-60 \U—m—g 
re, ey, (te) 


m—6 u—S—0 M—O u—s—Q m—6 u—S—o 











qui est le developpement de 








— ou de ——% 11- 
j_AZm—g N — 6 Eau (m—S) (u—0—06) m—6 u—8—0 


' (= Sen U-M-D 
M-—6 u—S en j (m—6)(u—S—D) 1 A—-M—O 6 Ye 


M— 6 uS—-0 
nous parvenons a ce theoreme: 
Theoreme. „Pour certains nombres entiers et positils @ et y, la valeur 


eter u—Q—0 ( S—6 - (=! u—m —oF+-1 


ei  .- uU—m—0 





„de l'expression E yo 


Bo—=# u En 07 


M— 6 U—M—DO nl, u-Mm-0 Ze 
| u re =) ‘| surpasse la valeur P,, de la probabilite 


„que levenement E dans u epreuves, ayant les chances p,, Pa» Ps »-+- Pu, Ar- 


R) 


„rivera au moins zn fois, olı S est la somme + pa +Pp3 + .... # Pu. 


$. 4. Arretons nous au cas, olı zn surpasse S+ 1. Suivant le dernier 
theoreme nous avons 


Dre dä 
u 1.2. .m—0.1.2... . U-M—D U—0—6 


1. Be . U—0—6 Dr pi a) Ka 


U-0—6 


M—-6 ı ( S—6 > 
"m—SL M—6 u 0 


et ä plus forte raıson 
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— — ——— 


1. Pn< 1.2...m— 0.1.2... u-m—o \u—o—6 


1. 2.. „UmG—0 S—6 ) (=) ze. M—6 


u—0—67/ m 


Maıs m etant * grand que 8 +1, la valeur de l'expression 


1.2... u—0o—0 I mo (= „—m—o+l m—6 
1.2....m—0.1.2....1 Fr | U—0—6 I 0—6 “m S Augmentera par la 





dıminuation des ailälisen entiers positifs og et o. En effet, sı nous divisons 
par cette expression la valeur qu’elle prend apres le changement de o en o—1, 


nous trTouvons pour leur rapport 


1—0—c+1 (S-+1)"7 —0o-+1 (u—0— — )U 0 cH+1 


























——, ou bien 
M—6 (S-9"7 (u n—o+1)47979 
S—-c+1 u U—0—0 \u—0—o+1 
m—6 S—6 u—0—c+1 
w h 1 —(m—o)Ig(1— —-c+l)lell— — 
quı elant mis sous la forme Fe? ee + Haie u 
. \ Ss-c+1 
se reduit ä 
m—S+-l ı m—0 1 e ı$ m-o 1 ) 
n eS-o+Hl FEUSZCHN? — u—g—c+ jr (E-H ae 
1 m—S-+1 
Hl 
u 1 m—S-+1 
Or cette valeur est evidemment plus grande que 1; car — gr 1esH 
1+ Re 
S—-c0+1 
PR. un... (on) + (Sn) + 
al u Ba S-o+1 S-o+1 | ; j 
> . BENEREREEEEEESBEGE TIERE: EEE _—_ ———— — e x £. 
est egal a ni cecı surpasse Ju 
Hl 
nite, parceque, m etant plus grand que S+1 par supposition, m— S— ] 
| Mi re 
est une valeur positive. (Quant aux valeurs de ED Ya 
m—6 1 


So ae elles toutes sont positives; car par supposition, 


m—o surpassera S—o+J1l, et S—o+]1 ne peut surpasser «—g—0o+]1; car 


S—6 
sans cela et qui est la valeur de la probabilite (voyez $. 2.), serait plus 


grand que l'unite. Donc nous nous convaincerons quavec la diminuation de o 
1.2....u—0—06 ( So \m-0 (==, 041 


la v 1 uU—0—0 
aleur de lexpression 5. T.2...um—o \u_0— 0 u—0—0 





m—6 
ms augmente. Le m@me a lieu par rapport a g. Dela nous concluons pour 


m >S+1 que la valeur de l'expression 


34* 
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1.3: „.1U—0—0 AH S—6 En m—S—0 v—m—o+l m—6 
U—0—0 "m—S’ 


1.2...m—0.1.2... .U—M—O \U—D—6 


dans Iinegalite (1), ne Er surpasser sa valeur corespondante ä g=0, 0=0, 
m: 3. (-) "(= u—m4+l m 


„m.l. 5 U—M 7% 


"m—S 
Nous pourrons donc par Vindgalite (1) conclure celle ci: 


p = er [> )" Per 
m 1.2....m.1.2...u—m \ u m m—S’ 


on m est suppose plus grand que S+1. 


qui est egale a i3 


$. 5. Mais on sait, que la valeur du produit 1.2....02—1.x est 


. - « , ı PER “ - . 
plus petite que 2,53a"M’e”"t% et plus grande que 2,50x”+}e-**). Suivant 


*) Voieci comment on parvient tres simplement 4 ce resultat. 


. ur i ‚ a Tr. 1.2 (c—1'x 
En divisant respeclivement les valeurs des expressions FT —— 





1 rn u 
arHe-ch. ze " 
respondantes az=n-+ |, par leurs valeurs, correspondantes ? az=n, on trouve pour ch rapports 
n \nH) _ı,.!1_I1) /n\ıHh _ (1) --—1 
‚e !t2G => Bepa ei, ce qui se reduit ae  °° nl +3 n u) 
5:7) n+1 


n 


u 
n+-] et entın ä 


( “ )- [48 ER ir 
ART ER ET ar tr, ERROR BRariy 


La premiere quantit@ “tant plus grande que l’unite, la seconde plus petite, il est clair qu’en auzmantant x 
| ur ’ l s l - D 


Ä n4-!) lg 


j 1.2...2—1l.r l. 2..2—1l. x 
la valeur de —; j augmentera aussi, et cellede — ——-- diminuera. 
u Tle—-ı+ ;;; x +} e X 
Done pour toutes les valeurs de x, moindres que s, on aura 
2) vr. Fr BR s , Be: 7) BE 
1.2..2—1.: ” 1.2...s 4 1.2.2 —1.r 1.2...5—1.s 





E en 
sch)! s' x — ct sl —s 
+ e—T en Hi e— st - . Tr x I e $ m e 

et par NUR: 


(4) 1.2..2—1l.2<Te” De u m +, 1.2..2—1.2> Tete, 


. . ’ b 1.2.8 —1.s 
ou T designe la valeur de l’expression ep 
$ :€ 
1.2....s—1.s BL her 
Mettons s=& et nommons T, la valeur de 7, pur s=®, il suit de (A) que pour 
a u 


toutes les valeurs finies de x on aura 


ö R = BEER 
1.2..2 le <e nette tt, 12..2-1l2>T Me 


ou T, est une constante. 


0 


b) 


En faisant dans ces inegalitös z=10, on trouvera que S, est plus grand que 2,20 et plus petit 


que 2.53; par consequent les inegalites PEN donnent 


RE OR 
De „al. X 2,53: et, 1.2..2—1.2>2,50c”t:e 
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l. ‚2. u—S u—m m 
. | l % 3 . Biace = h =)" cn: a “ 
a valeı „ est plu: 
ceci la valeur de l'expression ne m ——g est plus 
l 
ie 738 1 
2,53e12« ut m (u—S\e—m m ’ 
petite que 2 a ( - Fi A et a plus lorte 
2,50° In" (u—m Jen "m—S 





- R 5 ur: m Su u—ım m 
raıson plus petite que ee € og; car pour 


u 250 _ı 
la plus grande valeur de ei“, qui est ei, le produit 2, est encore plus 


petit que 3». Donc on a swivant (2): 


D 1 weh) ( Ss )" ey -m+1l m 
- nu l- — _—-, 
Om Tom (u—m)t—mHt3N\u u "m—S’ 


ou, ce qui est le mä@me: 


V es Ss (Mr$ u— m+-1 
Da 3 5 


Cette inegalite offre le theor&me suivant: 


P 





ITheoreme. „Si les chances de !’evenement E dans ı @preuves conse- 


„cutives sont Pi» Pa» Pa» ++ Pu et que leur somme est S, la valeur de l’expres- 


— > PORN 1 
son V = a2 ) mm =), ‚- EEE plus grand que S+1, 


„surpasse toujours ge probabilite que E arrıyera au moins m fois dans ces 
„ie Eepreuves. 

En changeant m, pP, Pr» Pas» ++ Pu, Sen u—n, 1—p, 1—p», 
1—p3,....1—pu, u—S, ıl suit de ce theoreme que si Ja somme 1—p, 
+1—- m» +1-p+...+1—pu est egale a a«— S, la valeur de lex- 


n(u—n) (Z)"G 4 pour u—n>u— S-+l1 sur- 
[0 u—n 





pression 


u; 
passe celle de la probabilite que l’evenement contraire a E arrivera au mnoins 
u— n fois dans 4 Epreuves, oü P1, Pa, Pas «++: Pu sont les chances de E. En 
observant que les conditions 

1—-p,+1—9+1—p+...+1—p.=S—u; u—_n>u—S+]1 
se reduisent ä 

Pıtpatps+....+pu=S, n< S—I1, 

et que l’evenement contraire a E narrıye pas moins que u —n fois dans « 
epreuves, si E ne se presente dans ces epreuves plus de z fois, nous arrivons 
au theoreme suivant: 


Theoreme. „Si les chances de [’evenement E dans # @preuves conse- 


„eutives sont P1, P2> Pas +++ Pu, et que leur somme est S,, la valeur de lex- 
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; l nlu—n) (u—S\e—nf S\n-+l . . 
„pression 2.6, } on >) (>) u pour un r plus petit que S-], sur- 
(S— —_ 


„passera toujours celle de la probabilite que E n’arrivera dans ces Epreuves 
„plus de n foıs. 

$. 6. Mais la repetition de l’evenement E ne peut presenter qu'un 
de ces trois cas: ou levenement reviendra au moins m fois, ou pas plus de n 
fois, ou enfin plus que r fois et moins que m fois. Donc la probabilite du 
dernier cas sera determinee par la difference de lunite et des probabilites de 
deux premiers. Donc, en consequence des deux derniers theoremes, resulte 
le suivant : 

Theor&me. ,„Sı les chances de levenement E dans „ epreuves conse- 
„eutives sont P1, Pa» Ps» ++: Pu, et que leur somme est S, la probabilit@ que 
„le nombre de repetitions de levenement E dans ces «4 @preuves sera moins 
„que zn et plus grand que n, surpassera, pour un zn plus grand que S— 1] 


et un n I petit que S— 1, la valeur de lexpression 


m vr» (= u—m-+-1 1 V n(u—n Tea unyS al 
5 ) Son) u u—n (F ) 


Pour deduire de ce theoreme la proposition enoncee au commencement 








de la note, nous remarquons que le rapport du nombre des repetitions de 


l'evenement E dans « epreuves au nombre «, n’atteint pas les limites 


5 Ss . v ‚ . . « 2. 
„tzet = —z, si E dans ces Epreuves arrive moins que S + uz fois et plus 
que 8 — uz fois. Mais la probabilit€ que cecı a lieu, surpassera (d’apres le der- 


| ı% 1 ’ 
mer theoreme) pour z > = la valeur de lexpression 





| ER 1 /(S+u2) (u—S—uz ( 3 a u—S Here 


Zus u S+uz u—s—u2 





’ 





.* een). us \e—Stus 9) Mk 
—  Quz a 


u—S+uz Ss—u2 
quı peut ötre mise sous la forme 


2 _ Io» ] PR Br. | fee nnd 000 








B 22Yu ' 1-p— 2zy u Pp—2 
S 
Fesant pour abreger — —=p et 
dl 
j pt: ( Ip \l-P-: ä 1—p u pP 
3. (F- e( Er u 


les equations (3.) nous donneront pour les logarithmes naturels de A, H, les 


series suivantes: 
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x? % x* y* 2? 23 
a ne ee N ee ee 2 
2, 3 12, 1 3 a Fr? 2(1—») 6(1—p)° ee 
z? z? 2? % z* 2 
a Die A a Sn BEE na De nn 1 SE 
227 69° * 2(l—p) (1 3 ip) 12(1—p) (1 5 Ip)» 


don il est clair que HM, H, sont des valeurs plus petites que 1. Il suit delä 


que lexpression (2) s’approche indefiniment de 1 par l’accroissement de «, 


de manicere quon rendra sa difference de 1 bien plus petite que Q, en 


yrenant pour = un nombre auelconaue plus erand que 
I pP I que p ü ] 


Pd /l—p—z S pa 
IT ME Lo or Ie[0. ) | 
819.1 es „ 0, Eu 


IH 1 eH 


Nous sommes dont parvenus ä la demonstration rIgoureuse de la proposition 








qui est lobjet de cette note. 
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13. 


Note sur la variation des constantes arbitraires 
d’une integrale definie. 


(Par Mr. le Dr. O. Schlömilch, professeur ä l'universit® de Jena.) 


Si une integrale definie, dont la valeur est connue, renferme, outre la 
variable de l’integration, une ou plusieurs constantes arbitraires, chaque diffe- 
rentiation, faite suivante une quelconque de ces constantes, donnera la valeur 
dune nouvelle integrale, quon ne trouverait peut-Ötre autrement que par des 


“) 


procedes assez compliques. Soit pour fixer les idees: 


I’ f(@, vH =u, 
olı # est la varıable de lintegration et x une constante arbitraire. Alors la 
valeur wu de lintegrale, ne dependra que des quantites «a, P, ®, et les diffe- 


rentiations conscculives par rapport a x, donneront 


oO" Fler.) yr 
— Oo _ 4 
or or” Ir” 
“a 


ou bien aussi, suivant une aulre notalıon: 
SD S © 9]9 = Di. 

Cette methode offre un moyen tres expeditif pour trouver des nou- 
velles integrales, mais on ne connoit que tres peu dexemples de son applı- 
catıon, parcequ ıl est ordinairement difficıle A effectuer les differentiations in- 
diquees, aussitöt que les fonctions f(x, 9%) et w ne sont pas bien simples. Or 
la diffieult€e de la differentiation se trouvera diminuece par les regles gencrales 
pour les developpement des derivees successives de plusieurs fonctions tres ge- 
les que nous avons proposces dans le Cah. 1 tome 32 de ce journal. Donc, 


NCTaie! 


pour faire voir que ces regles peuvent etre appliquces avec facılite A la theorie 


definies, nous presenteront Ic quelques exemples de la varıa- 


des integrales 

tion des constantes arbitraires, en fesant usage principalement des formules: 

1. D" Kah)=(2r)"f" (x*) 2. n, (22)? fr) +3 j 4 En (22) ty 2 (2) 
+4...) Be nennnn 
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2. Difx 
1/02) _»a-b FON a SV) _ | 
ri er 2 vH 24 a 


qui aussi peuvent £tre verifices par linduction de Bernoulli. 


I. 


1) A laide de la formule connue 


(a- 30 


» 89 2 
Sazseosb — Van Arc ang | ya y |+ Sonst, Ti 


on obtient sans diffhiculte 
i 71, ON rn st 
3 JS a+bcos0 Yla?—b?)' 
De la on tire, en differentiant rn fois successivement suivant la constante «a: 
n n ee 2\—1 
4. W12..n/ bes = = Di(a® — 6) 


La derivee ä droite se trouvera ä l’aide de la Kuna (1) en y posant 


JE) = @- 





| ce qui donne 
| (-D".1.3.5..@&p—1) ra 
J”’@)= —— =... —— (2 — 4)” 
ei 
BA (—-1r.1.3.5....(2p—1) 1 
urn. 27 ya?) (arD®r 
et par consequent, reduction faite: 
D" 2 22 PER En: (rl. 3, 9... (2n—1) wi. Eu as 2. f zn 
i (a ze ) —— V(x ?_)?) (a? — D’)n 2(2n—]) : (a?! 
3.4.n, * 
FE Dan) yet 


En substituant ce resultat dans lequation (4), et en posant @ ala place de x, 


on obtient 

















7 0 u 1.3.5... (2a) X a" bu 2.n, ar? | 
5 (a+b cos H)r+ı 1.2.2..n "YV(a? 2) (a? — I)" 2(2n—1) " (a —b?)"-! 
vr 3.4.n, er er 
r (2r+1)(2n—3) ' (a? — b?)r—2 DV 1; 
Cette formule prend une forme elegante en fesant a= 1, 4 = sin X. et pour 
abreger 
(+1) @+2).... (299.025 BE 


2 (2n—1) (2n—3) ...(2n—29+1) — 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXII. Heft 3. 3D 
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Cela donne 
ff All 
(1+sin A cosd "+! 
1.3.5... (2n—1) ü j u, 
ze „misec HN A, sec" n + A, sec" N — ..... 
Une seconde formule peut @tre trouvee par un procede analogue, en 


caleulant la differentielle de l'’@quation (3) par rapport a 6. On obtient d’abord 


; u a cos"d90 ur 
6. (—1D".1.2.... nf (a+b cosdyri = DD; — WW)”. 


Puis ä laide de la formule (1), et en supposant 
IC) = (a? — 2)”, 
D (a — ©) 
gr—2 ger—4 ) 


+ A a 7 Buee ı 


ou l’on donnera aux lettres A,, A,, A, etc. les m@mes valeurs que dans la 


on trouve 


—.1.3.5...(2n+1) a z 
— Varta?) r — ı?)" +4 (a) 


formule (5). Mettons encore 5 ä la place de &, nous aurons suivant (No. 6) 


7 eo 080 
KL u 
l. 3. Dan en) ) gr 1 „a [A | | br hr? hu | 


ee 3... ' (Vo ((a?—?)" on A, Gy + A, @_y > .. 


et en prenant a=l, db = _ A, on parviendra au resultat suivant: 


cos" 490 
de (1-+sinA cos Oyr+1 
1.3.5.. m, Ira, 


u % 1. 2. E u. sin=+17 jtang ot), + A, tang" "2 + A, tang”" + ” u: 





2) Pour faire une autre application de la formule (1) nous partirons 


de la formule connue 
08 R ” 
Eı e-9 cos 220809 = zVre®. 
Ü 


s ’ O"COSu 
En observant qu’on a toujours —,. = cos(gnt-+u) on obtient par 


la differentiation relative A x: 
700 J 0) 
8. 2" / Or cos (Int + 2x0) e=#80 = 3Vr De". 
o 
La derivee A droite peut ätre tirde immediatement de la formule (1) en fesant 


Ja)= 


ce qui donne 


pr (z)  — (- rer, f® (x?) = \— 1)? pr 
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et par consequent 
D’ e-* = (—1)’ |(2x)" — 2.n,(2x)”” + 3.4.n,(2x)"? — ....je® 
L’equation (8) se change maintenant par la en: 
( ec 1, No—P? : 
9, \ 0" cos (sn + 2x0)e-0' 90 


| 2.n Am... ’ 
= 1((—1)"Yr) la” — at + nel. ri er", 


dont les cas speciaux (n=1,2,....) jouent un röle dans la theorie des pro- 


babiılıtes. 


1. 


1) II existe beaucoup diintegrales de la forme 


= MN en | 
10. [ aM =), 


ot Y(r) designe une fonction qui ne contient r qua la premiere puissance. 
A laide de la formule (2) on trouvera aisement la valeur de l'integrale 


9 Zu 
Fi Ar f (6) 99 
par le procede suivant. 
Mettons dabord dans (10) Ya au lieu de r, nous aurons 


- 0 
£ z+9:F(0)89 =g (Va), 
et en differentiant 2 fois de suite par rapport a x, 
> C n 
ri f(0)09 = D’y (v2). 


o& 
a 
En developpant la derivee & droite suivant la formule (2), on obtient 


(—1)".1.2.3....n 











se E < i _ Dr (g” We) _ nal) 9’ Ve) 
S: (++ F(0)90 er” Dr, 1.2 N (Vx)” 2 P (} zy+1 - 
(n+1)n (n—1) (n—2) y‘ "2 (Vz) 
2.4 vr Te) 


et en remettant Ja ='[r, 


= 0 te 
11. „ (r? +0? +! f0)99 us 


„n—1) (n In n—1)( 1) (n—2) 
IE”) — Inn). 2 u IE 


Tr 





BR. 
1.2....n(2r)” 


Le cas le plus simple est f(0) = sin 6, ce qui donne y(r) =3re”", et par 





consequent 
35* 


EEE 
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x 0sind80 __ a n(n—1) (n+1)n(n— )m-2) 
2 (rannte, tr Fan re”. 





2) La methode que nous venons dexposer peut @tre appliqude egale- 


ment A 'equation 
er | 
13. ( a fN)9 = y(r) 


comprise dans la forme generale d’un grand nombre diintegrales. En posant 


r= Ya, elle se presente sous la forme 





‚® = p(Vx) 
5% MT 


Or en posant 


Sr = xb(n), 


on en thıre 








dr (r) (Ve) 
yr)= gyYa)=-T—: 
’ ya O7 
et par consequent et 
(Ve) __ (Ver) 7 
ee = 2" 3 7=2Dy0R). 


On aura donc 


> 1 er h 
; af (9)80 = 2Dhl(x) 


et en fesant varıer la constante x: 


7 .« 2 l No n / 
(—1}.1.2.3 ....n J ar FN)0 = 2Dr*ay(ya). 


En recourrant maintenant a la formule (2), on parviendra aisement ä 
lequation 


= 1 (1) (w@+D (Ya) 
}; (a+H)rI1. aa 2 *> a 


+2) + Dan-) yer—D (Ya) | 
2.4 ee 


. (n) (Vz) 
Way alntl)n. 17 y- 








-4- 





otı bien Ai 


N 
N er 


ta werten) vw” (r) (n+2)(n+I)n(n—1) wer ®er) _ 
In 41. m j .n! yrthl —;3(n+1)n. pn+2 + 2, 4 5 +3 we 





et en vertu des equations 


DIOR LIORRIOE LION ETOE 270) 


on aura enfın 








13. Schlömüch, sur la variation des constantes. 273 





„m t 
14. J. GT Luz, f(0)99 > 


rn, mrdin+lnm-1) ya) _ 
« 3.4 5 — ..ro(e 


(-1)" 
1 B.nl2r)"r 


Cette formule donne, par exemple pour f(0)=cos% et p(r)=4re-": 


cos#90 
5. So 





Ip” (r)—3n+1)n. 


+0) r+1 
Ei; 1+ . R+l)n _ En Fin 1) Do. 
— 7.2... nQryH "2.r 2.4.r WET 


Les ie (12) et (15) coincident avec celles que Laplace a ob- 


tenues en differentiant immediatement les equations 


‚2 0sind 90 % 2 f Fa: 05000 
z T 2, y% EEE ” . # 218 Be. .° ’ 


par rapport a r; ce qui est moins commode. 


3) Etant propose l’equation 


» r? So) 
16. SF386° 9 09 = y(r), 





on en tire aisement une formule de reduction qui lıe entre elles les integrales 


1 > » 1 (9 
var er . a; .—— Ö 
# or a I, Ho" 6 e 


Car lequation (16), en fesant y. — x, donne 


» 1 0) | 
uf . uaR7 p(Vx), 


+6? 





et en y appliquant la formule connue 





—1 
D(w) = uDe + Du. D"e+ ru. D"o+...., 
on trouve 
ah 20 nei > a 
xD: / 2,0% 00 + nDx.D: A FF? Kater 9 = MD"y(yx), 


cest ä dire 














| 
i 1 )) en ı 9). 
x(—1)".1.2.. nf, er” -39+n(-1)"".1.2....(n—1) IM er rn 
1 r 1.02 R+Mra—I)ean—2) (Va) _ ' 
= Ayay? '(Vx)-an(n-1). a > = u... A 


En remettant la valeur de Yx, on obtiendra la formule suivante de reduction: 


vn, e.. dee 
Se N 9 
(—1)" ce (n+1)n( (n—1) (n—2) ja »(r) 


” 1.2....n(2r)" r? Ip" (N): a7ı (n—1). 2.4 ri fe 


“| 
2 
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Pour donner quelques exemples, soit d’abord f(0)=sin 9. Cela donne 


y(r) = ,;m(l—e”), et en vertu de la formule generale: 
„= sind 09 1 ‚= sind ON 
18. J. (r?Hyr+1 . 0 ri r2, (r?+H?)” F 9 

7 n(n—1) 2 (n+1)n(n—1) (n—2) 


So 1+- a ER? u 


1.2....n(2r)" 27? | 2.r ...24.r 
En fesant f(9) = Arc tang 6, on a y(r) =!r/(l-++Hr). Car soit 
wer » Arctangro 9 
0 1+-u? " w’ 
on aura 


ou __ Io au an 
or =/ (A+r:0)(I—w?) — Ir’ 


et par consequent 


ze IW Ir/d 
PER 0 ar ur ie (Ir), 


ou il ny a pas a aJouter une constante, parceque les deux membres de le- 
\ R : ä h d 
quation Evanouıssent en m@me temps pour r=0. En posant ® = —, on aura 


- Arctangd 9% 


Pl gg wirken): 


r’ +6” 


comme ci- dessus. 
Maintenant on obtient apres quelques reductions faciles: 


19. » Arctang d ° = fl a? 0 


0 Ge Es 244 (r? +0)" . m 
u. er l+r 
Nr (2r)”(I-Fr)" +3 5 n( -) 7 +) +. 
w n(n+1 1 Ken 
2.4.6...) ri (- 


4) Nous donnerons encore une autre application de la formule (2), 





ıres eenerale et fondee sur le gr 


SI0+7 — — =,/ S(2ae +0) 25, 


quon obtient par la consideration suivante. 
Supposons dabord quon ait & transformer lintegrale definie 


| [ y F|(eu — —y] du, 


ou a et ce sont des quantites positives et 'differentes de zero, Comme on a 


identiquement 








N 
I 
Sr 
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Pr a 
— (C++). 
Velaois (au 2%) ’ 





1=,1+ 


lintegrale proposee peut aussi etre presentee sous la forme 


TEE 
S F (eu — “yjı > - — (e +- a) Ou. 
V(dac+(eu— —)?) 
se a u | nr. nn; 
En fesant eu — Zah ona (ce + 2 )ou = Öt, et les limites de lintegrale par 


rapport ä Z sont /=» ett=— @», qui correspondent aux valeurss u=& 
et u=0. En vertu de ces substitutions, Jintegrale se change en 


l = t 
PER 21 | en a Od 
uf. F(t Hl + V(dac+t)' { 


= ,S FrWau+2S. FO jan‘ 


Comme la fonction F'(f?) reste la möme pour des valeurs negatives ou posi- 


tives, on obtient 


S Freyu=/, Feyaı, 


EB) EEE Fey 
SI. I) Yeae+2) % =-/[, VAac+) 9 
et par consequent 
2 ins 2 x 
[ Fwu=2/, F(P)or, S.F« ) ek = 0, 


Liintegrale proposce se reduıt donc a celle ci: 


017, 


SF = /f En: 


ot l’on a suppose ”=0. En comparant maintenant entre elles la premiere et 


la derniere forme de lintegrale, on parvient a la relation 
88 
S,; Fllcu — —)]Pu = Sl Fo) 75 
En substituant F(P) = f(2ac+ 0), on obtient 


Fleu — —y] = f(2ac + (cu — =» = (u + ) 


et par consequent 
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T. SW + Dual. S(2ac +0) 05. 


En remplacant a et ce par Ya et Ve et fesant enfin W” =, on parvient au 
theoreme enonce cı dessus: 
z a,00 l r* 00 
,, I: 7% 8) 70 Ve. Re Vlac) +0) 79; a>Uy, e>d. 
Comme ici lexpression ä& droite est moins compliquee que celle & 
gauche, lequation trouvee peut servir de formule de reduction, et cette ap- 
plication de la formule devient encore plus feconde, en generalisant l'’equation 
m“me par la varıation des constantes. 
En effet, la differentiation n fois repetee suivant la constante a, donne 
[equation 
| 
x] a 00 1 vor als, 
‘) et (n) n Sa — n ; Be 
21. Sf” (9 + yo yes DEI lac)+9) yo: 
De lautre cöte, en remplacant f(z) par f(2Veyz + 0), on trouve ä laide de 


la formule (2): 


ın ’ (n—-1D)(2 / d 
D:f@ycYe+0) = (2) \Yo@yeVa+0) — Inn). VeVe+d) 


(n+1)n(n—1) (n—2) er (2yeya+06) _ | 
” 2.4 - Tayey 


Maıntenant, en posant pour abreger, 


& (n+p—-1) (n+p—2) ...(n+Dan—D)... (np) _ . 
22. 2.4.6....(2p) ——=Mp, 


et mettant la valeur de Di f(2y(xc) +9) pour = a dans lequation (21), 


J, 


Lfe\er re mr | M, u 90 
.)Y NO@Ylar) +0) af" Vlac)+)+...yg: 


Lintegration de chaque terme de la serie a droite, peut #tre effectude en 


on obtient 





IT, ae )00 


posant la valeur de integrale 
sy ı7 Bu (n—4) ‘ > n 
23. \ 0 SF (2) (ac) +0) 00 u ER 


On obtient le resultat suivant assez remarquable: 





; ul n) a, 
2. /, Te (ed + 97)90 a>Vy— 
M? 
un si Z a 
= 7,(2)" I, 2] nl. -ı + (2) (acyı In-2 ee CU. 
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Le@quation (20) pourroit Ötre differentice egalement suivant la con- 

stante c, mais on parvient plus facılement au resultat au moyen de lequation 
l 

que nous venons de trouver, en y remplacant 9 par 775 et en Echangeant les 


lettres a et c; ce qui ne change pas les valeurs des integrales designdes par 7. 
On obtient 

| s | a 

9, n—3 fr) (7 —)OV 

24. L (+ TZ) 





1 ( a )" M, M 
ze AI IT u ae Bine EEE vun. 
Ya\e JTı 2 (ac) I + (2/(ac))* In=: PR 
et son metn +1 ä la place de n, et quoon fasse pour abreger 
95 R+PRa+pP—D (nn... (n-p+D __ Yv 
a 2.4.6....(2p) ae 
'@quation precedente prend la forme 
if gift? (c0 Re 7) OU 
2 
l/a\:@+]) N, N, 
— u I sn Bo —. N 
ee vu c ) Harı 2V (ac) 1. + (2 (ac))* de u 


Posant Ic] JI\z) = /Y (2)9z ,‚ on obtient Je? (cd + 7) 


lan — jr p"7 (2] (ac)+0) N 


et eerivant fa la place de g: 


” Ir Bi ia 
26. J ET 7,90 azw 
RER 1 ( [7 In ( N RE Fu; ) ” 
= 7) yet ea > 


Les formules (24 et 26) se pretent sans difficultes aux applications, 
toutes les fois qu’on puisse prendre la fonction fXz) telle quil soit possible de 
trouver la valeur de /,_, par les methodes ordinaires. En voici quelques 


exemples. 
Le cas le plus simple est 


S(:) = e*. 


Cela donne 
N 
I» (cd vw 7 zuhe pe (9+7) 


1, = N [Oe-ev +99 = (-IYre-2), 


et par consequent, a laide de la formule (24.): 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXIII. Heft 3. 36 
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- a 
‘) Be RO 
mie E im‘ 0 94 


R= Vr ( C y ‘ er M, + M, I .-2/ (ac) 
Cu en Bis a BE EEED-<-+ EN ‚—2V(aec 
Ve \a 2/ (ac) (2Y(ac))* Terenje ; 


la formule (26) fournit lequation analogue 
28. / ng 
Jo \ 


Vr ( a )" N N 
— 1 1 N I_9 
u HT a a ‚-2) (ac) 
Ve \c { 107705 (2/(ac))” + a j 
le cas particulier e=a est celu que Mr. Cauchy a trait€ par un procede 
tout different. 


En supposant 


»/ I 
F (2) (b+2 au ze 
ıl soffre un second exemple remarquable. On obtient 
JCW 207 7ER ME _ NM” ci I\/, abe \ 1/9 1 L_ a en 
J ee a A Ar. 2/ \ BE (ut; (Zr — )) a. ut" 


[+04] 


et en vertn de la formule connue relative aux integrales Euleriennes: 


I (7-+-m) 
97 —— 470 ; 2‘ - 
29. rÖ) —=/(/+-D)Ar2)....(/+m—]), 
er  ; ns | le a an I Su \ . 
quı icı es! applica IK pouı A =_-UuU-+ 5 et mzn. (Ge a donne 
d ’ - K UN) G“-n+1 
3. f (cd 4- - (— 1} —- u — ——, 
Ö -* [Kur3)  (arb+cH’"trt 


» 


Puis on obtient par la formule (23.): 





ukzäff; u n—u - 1 f 3 1) BE, PN 5 e en 5 
l. er, l) ({ +;)(u + 3) aD (: ma (efl il 1)/ (b+2]} (ac)+Hy" Hr? 


En se servant de la formule (29) pur A=u+3, m=n—g, et en sub- 
stituant (b-++2)(ar))» A la place de 9, cette expression se reduit ä 


Loy, usagn) "all 


Pur) ° (0+2Yla)PrrdI, Aare 
otı linteeration indiauce peut Ötre effectuce au moyen de la formule connue 
| I i 


- 019m __ I) TCs) 


31. J (I+oy+ Its) ’ 

en prenant s=!; r=4--n—g. On obtient alors 
2 Yu (—1)”2 (u n—9) 
32. 1 .n 





7 7 Tu) ° (b42Y (ac) +79 
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Maintenant en substituant dans les formules (24 et 26) tout ce que nous 


avons trouve dans (30 et 31), on obtient les equations suivantes: 


. In 0“ 00 
T(utn+3)] I(® =) Si (a+b0+c0? yetn) 


I (u+n) Bi M, _ ICu+n—2) _ MM, I (u-+n—2) 





— Br 2Vao)y tn F Wlao) " B4r2ylayy HT Ylao))* * (42V (a) Hr 


et 
"+2 ?n 09 


De Or 
K+nt, )y FR (a+b+c0? yet) 


F(u+n) MM 2 N, I (u+n—2) 








(bay ac)yı tr 2) (ac) ' (b+2] ‘(ac)) u n—1 (2] (ac))* (b+2] (ae) tn—2 jr 
Mettons encore « — n ä la place de «, nous aurons 
Im ah)/, 
33. Tu -(< ) : 
Fr: Y7 ae (a+50-42c0°)H 
ICu) M, [ul M, I (u—2) 
Ti a 1777005 2 gie a u 377 “at. 
— (+2) (ac)) 2Y(ac) * (b-+2/ (ac)) (2Y(ac))? " (b+2Y (ac))"—? 
et 
=» 0#+"00 
34. Iurd ( )" on a 
(1 +: 2) y; F (a+bt 94h? ) ut-35 
1 (u) N, IX ei) u N, P_ ( u—2) 
— (D42Y(ac))* " 2Ylac) ' (b+2Y(ac)y"' " (2ycac))‘ ' (b+2Ylac))" 


Il ne faut pas oublier que ces theoremes, remarquables par leur gene 
ralite, mont lieu que pour des valeurs positives de az et c et differentes de 
zero. 1 ya un cas particulier dans lequel la valeur de lintegrale a gauche 
peut Ötre trouvde ä laide de la formule (31), et independamment de la scrie 
A droite, savoir le cas, ona=mc=1,5=0. Ces valeurs de ac et Öb re 


duisent lintegrale de la formule (33) &ä 
» (Juno 
I, Aropr’ 
et par la substitution = u, a 
1 al —n—190 
er + 2+oy 
dont la valeur en vertu de la formule (31) est 
IGutn+l)) TG (urn) 


I (u+3) 


= _ 


Vient maintenant 


36 * 
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| au; 1 1 v , 
72 [Glu—n+D)TGe+n)= ze) + MTu—N)+..,; 


et en se rappelant des valeurs de M,, M, etc, on obtient 


at] 
35. 777 FGlu—n+V))IG(utn)) 
| Dan—l)(n—2 
— [(u) + 3(n(n—1))T(u—1l) + ee T(u—2) + .... 


ce qui exprime une relation remarquable entre les fonctions Euleriennes de 


la seconde espece. 








14. Gudermann, de ceurvis calenarüs sphaericis. 2s1 


14. 


De curvis catenariis sphaericis dissertatio 
analytico - geometrica, 
(Cons. dissert. 10. tom. 33. libr. 3.) 


(Auct. Dr, Christoph. Gudermann, Math. Prof, ord. Monast, Guestph.) 


De nexu inter abscissas et areas curcarum homologe coniugalarum 


catenarıarum. 
— 
N formnlas (2) et (3) articuli praecedentis aut additione aut sub- 


tractione coniungimus eas, ın quıbus integralia continent parametros, quorum 


alter est alterius eomplementum, et sı insuper arcus AM et CN homologe 


coniugatos esse censes, quo e, = + [ıl, oriuntur 


h(a-+rec)v 
(a—a)-+ 2 SH) = jare)a-a) + S(,g)+'S(, L— 9), 


1 ? h )® d ic d 
IHN) — aa) = en + Sn +'S L’-n), 


c) (14a) 
quae praeceptis theoriae funetionum modularıum adhibitis contrahuntur ad 
h(a+c) in v hı 
tang G(lf+t/ı) +5 (a —aı)) = Id4o)d-a) ' dm Azad-a)-tang s, 
h (are) in v h 


lang s, 


tang G(SHf) — 3a aı)) = jA-e)dira) ' dne A lira)‘ 


sive adhibitio A=Y((l1-a)(1-Öb)(1+c)(1+d,)=V RE ad 
tang (SH) + !(@— aı)) = Vz Ge tang s 


(A+5) (1- 
tang GLS) 3a —a))=V yad- 4 ir Do 


Si utimur iisdem formulis, quibus in artıc. 10, et insuper triangulum cha- 
racteristicum 2A adhibemus, determinatum formula tang A= tang a.tang s ar- 


ticuli 2, formulae illae abeunt in 





lang @.tangs_ _ tang A 
I/L \ 1 auch Ang «_ Bu zu IR 
| vang G Yar/ - (m w ) Au tang (In—g) — fang (Aa—g)’ 
tang «.tangs _ lang Ä 


tang (5 (+fi) ur? (0 A Alle lang (! a+e) tang (442) 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIIL, Heft 4. 31 
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Quare si duo triangula sphaerica rectangula construuntur, quorum unum cathe- 
tos habeat f+Ah+(@—x,) et 3m—2g, alterum vero cathetos +fı — (x —x‘,) 
et 3(m-+2g), duo triangula cum triangulo characteristico 2A ad arcum para- 
bolicae catenariae s=}(AM-+ CN), cuius parameter a=;}(A-+ÜC), pertinente 
eiusdeın erunt magnitudınis arealıs. 


E formulis illıs derivantur facıllime formulae novae 

h sin2«.sin2s tang 2A 
tang (+ fı) = c0s22(cos2a+cosd) .cos2g ’ 
a re - 
tang (e— a) = en = tang 2g .sin 2A. 

E formulis his perspicis, semisummam arearum 3(/+/,), quae ad arcus 
homologe coniugatos AM et CN pertinent, maiorem esse arca parabolicae cate- 
nariae, cuius arcui s semisumma arcuum AM et CN aequalıs est, et abscissam 
curvae ellipticae arcuı AM subtensam longiorem esse abscissa, quae arcuı hy- 
perbolico CV subtenditur conıugato, dummodo puncta arcuum extrema M et 
N non sunt vertices, qui verlices A et C proxime sequantur. Etenim si puncta 
M et N coincidunt cum verticıbus D et D), vel quod idem est, si sumitur ar- 
cus parabolicus s=37, est 3 (+ f)=A=;n, et abscissae x et x, eo extensae, 
ut ad areus AB et CD pertineant, aequales sunt. 

Formulae (2) etiam edocent, nexum inter quatuor quantitatis 2g, 24, 
x» — a, et f+ fı exhiberi geometrice adıumento trianguli rectanguli sphaerici; 
quod si ita construatur, ut calhetus 2A cum hypotenusa f+/, facıat angulum 
constantem 2g, cathetus alter angulo 2g oppositus erit abscissarum differentia 
x --a. Quo in triangulo sı catheto 2A oppositus angulus 27 appellatur, for- 


mulis (2) addendae sunt sequentes octo: 


r cos(f+f)=cos2A.cos(e—x,),, tang(e—x)=tang(f-— fi). cos2n, 


9 \ sin (x — 2,)=sin(f+f}). sin 2g, tang2A=tang2n.sin(2—x,), 
ur | cos (f+fi)=cot2g.cot2n, cos2g=cos (x— x). sın 27, 
sın 2A =sın (+ /})- sın 27, cos27—=cos2A.sın 2g, 


ita ut formulae decem nexum inter quantitates quinque 2g, 2A, w—x,, fi, 


2); omnımode exprimant. 


18. 
De chorda MN punciorum homologe coniugatorum, et de 
quadrıgono AMNB. 


E formulis (2) artıculi praecedentis facıllıme derivantur quatuor hae: 
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sin 2 sin 2s cos2g (cos 22 +c0052s) 








h | == N nn OS 27777 B 
sin (/+/ı) 2cos? usin?2n ’ cos(SHı) 2cos? u sin2), 
f sin 2g sin 2x sin2s cos2e | 
sın (a —@)) — 2cos? u sin?7 ° unge (@ ae sin2) \ut antea), 


s 


dummodo non neglıgis, esse 
V (sın?2« sin?2s + cos?2g (cos 24 + cos 25)?) 
—= Y(sin’2g sin’2a sin’2s + cos’2g (1 + cos 2u cos 25?) 
= Y((1 + cos 2a cos 25)? — sın?2g (cos 2u + cos 25)*) 
—= (1 -+ cos 2a cos 2s)Y(l — sın?2g.cos’2A) 
—= (1 -+ cos 2u).sın 22 — 2cos? uu.sin 2n, 
sı 24 est hypotenusa trianguli characteristici supra recepti 2A, et cuius catheti 
sunt 2u et 2s. 
Iisdem signis utendo formulas (7, 8, 9) transformamus, ut migrent in 
cos? u 


2. cosy.cosy= cost sm 2,; 
cos? u cos? u 


x Ra A ie un a . u. u ihn ; 
3. 1 —sıny.yı = Cost sın y—sın Yy= cos?g cos 2»: 


cosu . 
—- N ” 
cosg- sin Gr-+n); 


4. coss(y+HyYı) 


cosu . 
3. sins(y—yı) a, (rn). 


E formulis (3) divisione oritur 


sın y—sin y, 
— u 005 23 = an (ir — 27), 
1—sin y siny, 





Tangly—Tangtyı Er. 
1gx. | 5 Br el! — 2 i | 
sive 7 Tang®y. Tangey, — Tang (£y e, ) = Tang (ir 7), Ideoque est 


6. £y — ty, = L(r — 2). 

Si arcubus circulorum maximorum coniungimus tum verlices A et C, tum 
puncta homologe coniugata M et N, oritur quadrigonum ACNM, cuius latus 
AC=A+C=2a, cuius latera AM et CN sunt arcus coniugatı duarum cur- 
varum, quorum semisumma =s et cuius latus quartum MN est chorda inter 
puncta homologe coniugata, cuius longitudinem nunc eruamus. Est vero MN 
latus trigoni MON, cuius duo reliqua latera sunt OM=;r—y et ON=;r+Y,, 
et angulum MON =x — a, facıunt. Quia vero cos MN = eos OM cos ON 
+ sın OM sın ON cos MON, sıye 


cos MN = — sin y sin yy + cos y cos yı cos (2 — 1), 
37% 
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’ cos? u 
primo componımus cos y cos y,.cos(” — a) = — cos 29, quare cos MN 


cos? 

cos? u cos’ u 
a ee Rs Pe u 2 PR Liz» ‘ p 
cost tz °08 2g 1 = 2cos’ u — 1= cos 2u, ideoque 
MN = Zu. 


Chorda ıgıtur MN zungens puncta homologe coniugata M et N, 


aequalıs est hypotenusae trıanguli characteristici 2A pertinentis ad arcum 
parabolieum s. 

Chorda, cuius longitudinem modo determinavimus, cum applicatis 
punetorum ./ et N homologe coniugatorum angulos facıt acutos M et N, et 
trigonum MON, cuius latus MN = 2u esse invenimus, continet angulum NV 
ipsum, loco angulı MM vero ıpsius supplementum. Quare formulae trigonome- 
triae sphaericae praebent relationes 

sin 3, (M—N) cos au = sin z(y—yı).sin 3a (@—a,), 
cos 3(M—N) cos « = cos3(y—Yı).cos 3 (2 — a), 





quae formulis (4) et (5) mutantur ın 

sın (M—N).cosg = sın Iar—n).sin 3, (@—ı,), 

cos (M— N).cos g = cos (Im —n).cos , (2— a). 
Si vero easdem trigonometriae sphaericae formulas applicas ad triangulum 
rectangulum ın fine articuli praecedentis inventum, invenis 

sin (T—n).sin 3 (@—ıx,) = sin g (/+f)—A).cos g, 
cos 47T —7).cos 3 (@— a) = cos (ff) —A).cos g; 
quare prodenunt formulae 
cos 4(M— N) = cos (!(+f)—A), et sin ( M—N) = sin G(f+f)—A), 
quae sine ullo dubio monstrant, esse 
M—N —f+ß — 2\. 
Chorda MN lineam abscissarum secans in F/, duo facit triangula rectangula 
FPM et VON, sı memineris esse Y applicatam PM et Yı applicatam ON, 
in quibus, sı angulus PYM=OVN=V est, 
area M trrangulı YVPM=V ıM—ım, et 
areaM trrangulı VON=VFHN —;m, 

ıdeoque M—-N—=M— N=/+ fi — 2A. 
Quia vero ex intuitu ipso patet, esse aream quadrigoni AMNC=/f+/f 
— MAN, invenitur area quadrıgoni AMNC = 24, sie duplo areae pa- 
rabolicae, dummodo arcus parabolicus s est semisumma arcuum AM et 


CN, et curvae parabolicae parameter « est semisumma applıcatarum A et 


C, quae ad vertices A et C pertinent. 
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Sı praeter quadrigonum AMNGC construitur quadrigonum armne, cuius 
latera ac= AC et mm= MN sint arcus circulorum maximorum, cuius vero latera 
am et cn sint arcus aequales parabolici et insuper symmetrice aequales, nec non 
convexi versus quadrigoni aream, quadrigonum AMNC aequalis erit quadri- 


gono amnc, dummodo am =en=3(AM-+CN) et anguli a et c sunt recti. 





Sı angulus m=n=9 esse ponitur, angulus VMA=® et angulu MNC=9,, 
est angulus A=9-+M et angulus ,=9, — N, quare A + =9 +4, +M—N, 
ideoque A+- u =9+9, +/+fh—2A, et qua A=9+0—}r, sive 2\—=24 
+20—r, formula +1 =20-+r+N,— in artic. 15. inventa migrat in sim- 
pliciorem hanc: 
= n (9 + 9,)- 

Sed paullo post etiam demonstrabitur, ese )»=9=0,, ideoque quadrigonis 
duobus AMNC aequalem esse nonnisi perimetrum et aream, sed aequales 
etiam esse angulos tunc patefiet, quae mira sane est curyarum catenariarum 


sphaericarum proprietas, et mirum in modum obstrusa. 


19. 
De nezu inter abscıssas et areas cursarum reciprocarum. 
Pro abscissarum x’ et »°,, initio punctum sumimus, quod abscissarum 
x et x, initio est e diametro oppositum, quum linea normalıs, quae per ver- 
tices A et ( transit, etiam vertices A’ et ÜX transit, et lineam abscissarum in 


novo abscissarum initio secat. Quare est 
ET . ANA 
BE — (h+e3 )Oz FR f u (h-+rez JE O2 
une? [2 € © 2) 7 An « (A-2”)yZ! ’ 











ideoque 
—(h-+ez')dz' 2ev , 2Ch+e) 07; 
} F aaaaaı ne ir en ee EEE ae aan Set —, — 
x +/[ =/ (1-z')yZ' l + l E Dual 
— (h+ez’)dz! 2 . Ah) pp W 
„4 Bd Br in ann Buck u 
hi he a (+3 )yZ' I a Se o l1+:’ 


quibus in formulis argumentum # determinatur 1ıs (6) artic. 11. Si substituimus 
(b’ +c)a'— (a'—b')c’ sn?v 





er Pioe Pa 
b’+c!+ (al— 5b!) sn? v 
mvenimus formulas 
d J 2(h-+ea‘).v [13 d = / I NAH 
+ f= "Ta 7 2.8(0, 9°) = sectonn AO'M', 
u. — (h+ea').v 





u f!  — +2.8(r, r‘) — sectorı AOM', 


Ira) 


si parametri g° et r‘ determinantur formulıs 
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N m — VAN @ +4) 
7 TN (I4d)Ca'+c') ’ IT A-d)a+c)’ 
end = | A-a) (ed) en’ P = Veraere 

. (1+d) (a +c) Fr (l—d') (a'+c') ’ 

u _ Vd=d(e-a) ‚. _TYA40)@-a) 

eh du’ =) HE) du =] (1-4) (b’+c') ? 
N LEER ‚. _ 14) 0+0) 
sn g =] (A—b') (a’+c) ’ LT ] (1+b') (a/+c') ’ 

en VIE) nt _ VID @-0) 

ene I YA -D)la rc)’ re (1+5')(a'+c') ’ 


(1-+d') (a —b') 


RyRr REN De ie 
| dneg’ =} A) (a4d) ’ dnc ı =) 


(1—-d) (a—D') 
A-+5)(d’+d') ' 


E formulıs antecedentibus, quae spectant ad curvam reciprocitatis lege 





coniunctam cum catenaria ellıptica ıllico fiunt eae, quae spectant ad abscissam x‘, 
/ . [2 [2 “ * [2 

et aream f', curvae cum catenarıa hyperbolica reciprocitatis lege conıunctae; 

dummodo permutamus a’ et a“, f et f/, a etc, Yerd\, «ete,eel 


— er, quo, quia g’ in L'’—r' et r‘ ın L'’— 9‘ abıt, adıpiscimur formulas 


2(h—e.c \ SO 

„ j+Y= OEI _ 2.50, U’) = sectori COM, 
we  _ %2h—e.cl ERBE 
a, — fı = ar + 2.$(0,, L’—4g) = sectonn CO'N‘, 


in quibus argumentum e, ex applicata y‘, = arc sin (z‘,) computandum est per 
formulas (3. artıc. 12). 

Facillime hinc derivabıs formulas, quıbus exprimuntur areae sectorurm 
"OM', B'O'M', C'ON‘, C’O'N;, quas vero brevitatiıs causa omittimus. 


20. 
De nexu inter areas et abscissas, quae ad arcus homologe coniugalos 

. A'M’ et C/N’ recıprocos pertinent. 

Ponamus iterum, puncta M et N duarum curvarum AM et CN esse 
homologe coniugata; erunt etiam puncta nunc MM’ et N’ homologe coniugata, 
ıdeoque et arcus AM’ et CN ıpsi, ı. e. erit argumentum ©, =e. Quare e 
formulis artıc. praeced. nunc aut addendo aut subtrahendo componimus: 

(h—e) (d+c').v 





ES) ta) = Trade 7 ICN-SCL-N) 


(he) (a'+e')v : 
IE Enhae 7IEN—= Sa, Lern) 


quas facıllime reduces ad simpliciores 
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4 s tang o 
tang SH) Ha a) = ing 
lange 6 


tang (+ f,) + 3a, —a”)) = tang (eg) 


unde perspicis, si arcus reciproci AM’ et CN‘ non extendantur usque ad 
vertices proxime sequentes B’ et D‘, fore abscissam x, > x‘, i.e. eam, quae 
ad ellipticam curvam reciprocam pertinet, en ab ea, quae ad hyperbolicam 
reciprocam ; et insuper esse 3(f+f‘)<3rT. Si vero puncta M’ et NM collo- 
camus in B’ et D‘, vel quod idem, sı o=317, est a, =.‘ et simul (+ f',=r. 


E formulis modo erutis componimus duas: 


sin 2« sin 26 
/ 4 
y —— er 
tang (HN) cos 2g cos 20 — 005 2« ’ 
sin2g.sin 26 
‘ a B° Zu 
tang (2, a‘) = c082g — 005 2a cos 26 ’ 








e quibus reductionibus facıllımis invenies 
: 2 ER ER cos2g — 005 2« 005 26 
cos (8, — 2°) = dcs (2a +2g) 00520) 1 —cos(2e— 2g)c0520)) 
. sin2g sin 26 
sin (0) = YA -cos@a +28) 00520) (L— cos (2« —2g)c08%6)) 
j u cos2g cos26 — c052« 
vr Y +) — V(d— cos (2 +2) c0s26) (1— cos (2a — 2%) c0s26)) ’ 


’ sin2«.sin2o 
\ sın (+f) 


V(A—cos(2e+ 22) 0826) (1— cos(2r—2g) c0520))' 
quae formulae relationes complures suppeditant, quarum praecipuae sic ex- 











hibentur: 


sin 2g.sin(f”"+f",) = sin 2a. sin (o, — x’), 


cos 2a 


cos(f’+f) = cos 20 cos(a’,— a”) — Er sin 20 sın (2, — 2“), 


4. cos (2°, — x) = cos 20 cos(ftf’) + a sın 20 sin (+ f"), 


sin 2 
sin 2a sin 20 cos(x’, — x’) = (cos 2g — cos 2a cos 20) sin (+), 
sin 2g sin 20 cos(f+,f") = (cos 2g cos 20 — cos 2a) sin (a, — x“), 
\ (cos 2g— cos 2a cos 20) cos ("+ f)= cos 2g cos 20—cos2a) cos(a’,—a”). 


Si construitur trigonum, cuius latera 20, a, — x‘ et f”, +,/” varıabı- 
lıa esse scimus, anguli duo constantes ınerunt, scılicet angulus laterı x, — x‘ 
cos 2r 





oppositus erit = arc cos ), et angulus lateriı /", + /* oppositus 


cos 2« 
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cos 2 en R r j 
= m— arc cos (= 3. ): Angulus vero varıabılıs tertıus, laterı 20 opposıtus, 
nn. Dan mug ann 5 


erıt = arc cos ( — : 
: sin?2g — cos? 2« 


21. 


Interpretatio geometrica rationıs, quae intercedit inter arcum calenariae 
ellipticae AM et arcum homologe coniugatum CN calenarıiae 
hvperbolicae. 

Coniungat chorda M’N’ puncta coniugata duorum arcuum A’M’ et 
(N, quo orıtur triangulum M’ON‘, cuus latus OM'= sr — y, latus ON 


=;r+y et angulu MON = a‘, — x’; quare est 
cos M'N' = — sın y‘ sin y‘, + cos y’ cos y‘, cos (a, — x“): 


at formula (4 artıc. 15) adhibita praebet 
9 Eee 6 ‘ 
cos Y‘.cos y’,.cos(x,— x’) = a en nen et qua 
Y .c05 y 1.C0S(X 62 1-+c0s2g » | 


rn cos2g (1-+cos 2 cos 26) 
sın y’.sın yı = 77 — 


’ 


1+-c0s2g 
illico prodit cos M’N' =— cos2a .cos20 = cos2a'.cos2s, dummodo "=; — u 
ponimus. @Quia vero ad arcum parabolicum s, cuius parameter @, pertinet 
arcus reciprocus itidem parabolicus o, cuius parameter est a‘: vides cos 2u‘.cos 20 
esse cosinum trianguli characteristicı 2A‘, cuius catheti sunt 2a et 20, quod 
pertineat ad arcum parabolıcum recıprocum 0; unde perspicis, chordam M’N’, 
aequalem esse hypontenusae hwus trıanguli 2A‘, siwe aequalem esse dupleı 
applieatae, quae ad punctum extremum arcus © recıproci parabolıci pertineat. 

Quia M est centrum sphaericum circuli maximi tangentis curvam ca- 
tenarıam ellipticam in M, et quia pariter NV’ est centrum circuli maxımi cur- 
vam calenarıam hyperbolicam ın N tangentis, vice versa intersectio horum 
circulorum tangentium, quae sıt 7, erit centrum cordae M’N' sphaericum, et 
angulus MTV, quem duo cırculi tangentes secum facıunt, erit supplementum 
chordae M’N ıpsius. Sı angulus iste =2»v ponitur, est M'N +2v=rn, ideoque 
cos 2v = — cos M’N‘, sıve 

cos 2v = — cos 2a.cos 20, 


quae formula similitudinem quandam habet cum formula cos2u=cos2u.cos2s, 


Onia vero inter arcus rericoprocos © et s parabolıcos intercedit relatıo 
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(1 + cos 2a cos 20) (1 — cos 2a cos 25) = sın?2a, est 
(1 -+ cos 2») (1 — cos 2u) = 4sın?a cos’a, sive 


cos v.sin u = sin & Cos a. 


Triangulum MTN praeter angulum 2» continet angulos 9 et 9, (artic. 18), ei 


cum e formulıs trigonormetriae sphaericae nota est relatıo 


sın 2 
sın Zu” 


sin 5(9+ 9) __ 608 5(MT—NT) dev y 
——_—— Fr ya qua .sın :(9+9,) nd = 


cos v 005 u E 
’ , u ‚ sin 2 cos u 
invenitur cos :(MT—-NT) = 5; : a 
sın it COS v 


MT=NT; idoqu 9=9=0. 





==>] we 


Chorda ıgıtur MN zungens duo puncta homologe coniugata M et N 
ın catenaria ellıpiica et hyperbolica est ea, quae cum duabus cureis angu- 
los internos © et,9, facıat aequales;, quae est interpretatio geometrica ralio- 
Dis, quae locum habet inter puncta homologe coniugata et arcus homologe 
coniugatos. 

Nunc primum patet, quadrigonis amne et AMNEC Cart. 18.) aequales 
esse angulos a= A= 30, c=C=;37, m=M (sved=6) etn=N (sive 
ö=6,), quorum vero latera sunt ea, ut sit ac= AC= 2a, mn = MN — 2u 
et uam= en =3(AM+UCN). 

Nune eliam perspicies, in quadrigono AMNC, cuis latera AM et 
CN‘ reciprocitatis lege coniuncta sunt cum arcubus AM et CN duarum ca- 
tenariarum homologe coniugatis, pariter esse angulum A’ = (‘ = ;r et angulum 
M'= N =4=r— MT. 

Aream huius quadrigoni e Iheoremate de quadraturis sphaericis gene- 
ralissime facile est computare. Sı omnıa ıpsius latera essent arcus circulorum 
maximorum, area foret 2.37 + 24’ — 27 =20' — r; quia vero latera 1’. 
et C/N’ sunt arcus curvarum versus quadrigoni aream convexi, addendi sun! 
arcus reciprocı AM et CN; quare ipsius area est 2’ — + AM + CN 
= %' +25 — m. Quia vero area catenariae parabolicae reciprocae, quae ad 
ipsius arcum o perlinet, est =N'= 0’ + 5 — 37, ideoque 2X = U’ +2s— 7, 


aream quadrıgoni A'MN’C =24X’ esse, vel areae trıanguli characteristiect, 


ad catenariam parabolicam recıprocam pertinenti aequalem esse patet. 
Quia anguli M’ et M in quadrigono A’M’N’C’ sunt iidem, quos cır- 
culi maximi, qui arcus AM’ et CN tangunt in punctis MW’ et N’, facıunt cum 


chorda MN‘ punctorum coniugatorum, circuli hi in puncto quodam 7, quod 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXIH. Heft 4. 38 
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est centrum chordae MN, ite se intersecabunt, ut fiat triangulum isoscele 
MTN', sv MT’=NT =rx—d0 sit. 

Sı per puncta M et N homologe coniugata, ducimus curvarım AM et 
CN Iineas normales, etiam hae ob aequales tangentes MT’= NT in puncto 
anodam U/ ıta se intersecabunt, ut st UM= UN, et ut circulus maximus per 
punta T et U ductus, normaliter in parles aequales dividat chordam punctorum 
M et N comugatorum, Quare U est radius circuli minoris, qui curvas cate- 
narias AMB et CND sımul tangit in punctis coniugatis M et N. Sır est 
radius huius circuli minoris, facıllime invenies: 


1 — cos 2 cos 2s sin 2 sin? u sin«cos« 
kan 7 ze —_-_ =- — = ; 


sin 2 j Fr 1-+.cos 2a cos 26 sin«cos« as cos?v 

quae formula edocet radium hunc r aequalem esse radio curvaturae sive lı- 
neae normalı, pertinenti ad punclum arcus curvae parabolicae extremum, cuius 
longitudo = s, et parameter = «a (confer. artic. 3, ubı y=«). Idem radıus 
aeqnalis est normali, quae ad curvam parabolicam pertinet. 

Quare sı cırculus minor, cuius radıus aequalis est radio osculi sive Iı- 
neae normali, quae ad arcum parabolicum s quendam pertinet, ıta applica- 
tur inter duas curvas catenarıas AMB et CND, ut has curvas simul tangat, 
puncta contactus M et N erunt homologe coniugata et simul ita posita, ut sit 
„ AM+-CN)=s. Methodus haec, inveniendi puncta coniugata inter eas, sane 
referenda est problematum solutiones, quae dicuntur mechanicae, «nae vero ad- 
hibendae sunt, sı alıas et quidem geometricas frustra quaerimus. Notio saltem 
huins cirenli est adhibenda, qui simul has curvas tangat, quia ratio quae in- 
tercedit inter puncta homologe coniugata, clarissime explicatur, sı dicımus, 
puncta homologe coniugalta esse puneta contacltus duarum curcarum cum 
eodemn cırculo miınore. 

Datis duobus punctis homologe coniugatis M et N, facıllime ducuntur 
lineae, «quae curvas catenarias in his punctis tangant. Si linea tangens est 
ducenda per punctum M, ex altero puncto N describatur circulus, cuius ra- 
dıus est 2a, a puncto M ad circulum duci possunt duae lineae tangentes 
sphaerico-rectae, quorum una (quam facillime distingues ab altera inutili ) 
quae circulum tangat in AR, etiam curvam AM in M tanget. Parı modo in- 
venitur circulus maxiımus, qui alteram curvam CN tangat in N. Sı enim du- 
cımus radıum VRR, oritur trigonum rectangulum VRM, cuus cathetus NA 


= 2u, et hypotenusa 2« est, quare triangulum hoc erit characterısticum 24, 


calhetus alter MR=2 = AM-+-UÜN, area aequalıs erit areae quadrigoni 





? 
% 
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AMNG, et angulus NMR=0=9, ideoque MR curvam AM ın 7 tangıt. 
Inventis duabus lineis tangentibus MT et NT, addo, angulum ANVT' esse com- 
plementum arcus 20 parabolicı reciproc. Qwa enim 2A= 29 +20 —r et 
triangulum characteristicum 2\ = + ANMR+-MNR— z=NMR+-MNT 
— RENT — ir =20 — KNT — ım, est % +20 — r=20 -_ NNT— im, sive 


angulus ANT = It — 2%. 
Vides ergo, angulum RNT=V esse, sı o = ;T, eumgque negativum fieri, si 


co _>4n sumatur. Parı modo ducı circulos maxımos, qui curvas reciprocas 


I’M' et C'‘N‘ in M' et N‘ taneant, vix monendum est. 
oO 


23. 


Reductiones formularum, quıibus abscerssae punctorum homologe 


conmiugalorum exprimuntur. 


Ad absolvendas reductiones propositas, omnes quantitates constanles, 
praesertim eac, quae ad octo vertices quatuor curvarım pertinent, exprimen- 
dae sunt ita, ut nonnisı a duabus quantitatibus pro arbitrio sumendis pendeant. 
Quantitates binae constantes sunt « et tangg. Ponamus brevitatis casa 


go = tang g = | (1 — sın 27 sın 2y). 


Quia 
Ds Ba SE Zu anne? o . 
1 cos(y+P)=gcos a, st e=sn(y+P)=y(l—gtcosta), el qua 
sin(y—P)=osina, sit =cos(y—P)=Y(l—o’sin’«), 
erunt 
e 
2. e=ocos2a, h=(1—0°) sin acosa, tang2g= 7 tang 2a; 


a 
/ a=sn A=+cos(? + y—a)=+ocosa+tesın a, 


2 2 3 
b=sın B=-+cos(a-+y— P)=— esin’a+ 8’ cosa, 


ce=sn Ü=—cos(a +? +y)=—gcosatesına, 
d=sin D=+c0s(a + P —y)=+osın!a +. cosa, 
3. \ ei 
a'=cos A=sin (+ y—a)=—osınacosa+ecosa, 
b’=cosB=sin (at+y— P)=+osinacosa+eisina, 
ce =cosCÜ=sin(a+ +y)=+esin %COSA HE COSa, 
d’=cos D=sin(a+-P—y)=—gsinacosa+ sin“. 
E formulis his invenis, componendo, sequentes: 
\ ac= sın’a—g’cos’a, bd = cos’a — g°’sin?«, 
a+c = 2e sın a, b+d= 2e cos a; 


35” 
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[y(d +a)(1-+ec)) = c+sina; 


\I(AHÖöb)l-+d)) = e+cosa; 


| Y(d—a)(1—c)) = 
vta—b)1—d)) = 


6. | _— 
a-tc 
y(A-a’)(1L—-c))=e—-cosa; 
\y(1-Z)A1-d))=e—sina; 
\ Y(1+a’) 1+c))=e+cosa; 
AH) AH+N)=e+sina; 


/ 


E—sın @&; 


— 2e cos a, 


S. 
?=)((b-0)(d-0))=)((a 


e—cosa; 


2 ie 
= cos’A — 0° cos" a, 
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y(l+a)(l—e)) = (l-+o)eosa; 
y(a—b)l1+d)) = (l-+o)sina; 
v(l—a)(1-+e)) = (1—0)cosa; 
y(A+Ö)(1—d)) = (l—o)sina; 

bd’ = sın?a — o*sin?o, 

b’+d’ — 28 sin a; 
y(l-a’)(1+c))=sına-+tocosa; 
V(A-+6) (1—-d))=cos@a+osino; 
V(A-+a’)(1—e))=sina—gcosa; 
V(l-N)(A1+d))=cosa—esina; 


/=\((a+d) (b+c))=Y(la’+d) (b’+c)=Y((e' cosa+ e sin #)”—g°) 
=Y(1—0°— 20? sin’a cos’« + ee‘ sin?2a), 

VE) =) (are) rd) = Va +) EHE) =V(Reesine), 

'—b‘) Let 


= )(1— 0°— 20° sin?a cos’ a — 


—M))=Y((E cosa— € sin a)” —g*) 


ee’ sın 2a), 


quıbus quantıtatibus exprimuntur modulı 


n 4 
h=— 


7 et 


uw, 
N 


_ V@-1%) 
- 





Formulae nunec reducendae sunt in (artic. 16.) inventa (2 et 3), e qui- 


bus ita exhibitıs: 


2hv ; 2hv j i 
+ f = 1-+d) +2.'De, N); a tfi= ds nt + 2.‘’D(e, L’—r); 
2hv .. 2hv 
x— = aD — 2.'D(e, r); —f = a)” 2.D(e, Lg), 
componimus primo has: 
Te hv hv ’ 
(a +0) + (fr fı) = Te + KH + ‘De, g) + ‘Dle, LU’ —r), 
h hv hv 
(at) erh) Sa tan Poor) — De, L’—9) 
sıve, paullum mutatas: 
. khil— _hA—bd)v 
(a+2,) +3(f+Hf) = “ + Hd d4d) + ‘DCe, g) + ‘De, L’—r), 
> h(l—bd)v 
Kata) HN) = + aaa — Pen — De, Lg). 


Adhibenda nunc est WEBR.. generalis 


Die,a)+'DKe,b)= De, a+b) — (N tn’atn’btin’(a+b)).v 


sn 'asn 'bsn’ (a+b)inv dnv 
An v— 1, cn'acn!ben en (a+b)sn? v 


+ arctang 
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et in additione hac parametrorum non negligendum est, e formulis (art. 16.) 


'(l-b) (a+d) (1+5) (a+d) 
(l+d)(b—a) (I—d) (da) 


patere, esse parametrum gr. Hinc sequitur, summam m=y+(L—r)=L‘ 





in’g = et /Inr = | 


—(r—g) ‚esse quadrante L‘ minorem; e contra, summa r+(L’—g)=L'+r 
— g=2L'’— m quadrante L’ maior est. Ponamus re vera m=L’—(r—g), et 


formula prima migrabit ın 
hv h(l—bd) I 
a R ı ee Bi... \ un. ET Bus on 
ENT rag Yln’qtine'r tn/m)e+'DKo,m)+9, 
si p computatur e formula 


/.” sn'q sn'r .sn'm in v 





tang p 


—" 1-— cen'gene’ren'm.ene’v " dnv 


Ante omnıa reliqua eruendae nunc sunt valores functionum modularıum 
noVvl parametrı m=y+Ll'—r. Adhibita formula notissima 
en’g enc’r— sn'qsnc'r dn'y dnc'r 
1— 7” sn’’gqsn'®r 





cn'm = 


e formulis (1. art. 16) hoc loco substitutis, oritur primo: 
2 vIA+5)(l4-d)(l—a) A—c)]—-V[A—b) 1-d) (l+a)(l-+c)] 


‘ / EA RER DE... 


NR (1—a) (1—c) (d+d)— (1-0) (1—d) (4+c) ’ 
quae formulis (3 et 5) mutatur ın 








te De nr Pa) suis) 
Ei el cosa(s—sina)?— esina (E— cos a)? 





Quia vero numerator reducitur ad 2(e cos < — sin a), et denominator ad 
F . il . . . * . . 
(8 — sin @ cos a) (8 cos a — © sin a), prodit valor ipsius en’m satıs simplex.: 


e quo facillimo negotio derivantur valores functionum reliquarum, scilicet: 














ai (+0 Jsine cosa _ _ sin« cos. „ES = 
ec —SIN« COS« cos’gle!—sinacose)’ "0 eelysinacose” 
Br a A az Aw sin« cos «& " 
q en Mm sl sing cosa’ NEM gg? p(sel+sin« cos c)' 
PR sin«@cos «@ lcos’g 
inm = ya inc'm = ; u, 
l"cos’g ’ sin« cos « 
PL l (ed +Sin«cos«) FOR OO ee — sin « cos « 
en MT ee —sina cos «)’ UNE Mr sine cos” 
Si de reductione formulae alterius agitur, quia in’(2L' — m) = — tn'm, 


en’(2L'’— m) =— en'm, sn’(2L’— m) = sn’m, ‘D(e, 2L'’— m) = — ‘De, m) 
est, pervenies ad 


hv h(l—bd) 
(at) FHf)= + Ga-ya-d 2 inc'qin’r tn’m).e + ‘DKe,m) — ı, 


si angulum ° computas e formula 





14. 


tang , 


Qnia vero facıllime invenies, 


hi 1—Dd) 
Il+5)(l-+d) 


formulae reductae sıunt 


1. & 


(at) SH) =T 


relationem simplicem 


Subtrahendo invenis 


addendo vero hanc: 
12. 


FE, formulıs 


non habita ad punctum coniugatum 
(St) + 
(Sf) - 


formulae hae coniunctae 
praebent - 
[ 2 2 hv 
3 al 
gu Far 
\ l 
vel sı mavıs, has: 
__ mw 
\=7 
14. N ng 
[| wı= l 
Si re vera non habıta 


vıs abscıssam x, 


vero abscıssam U, 
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— In’ q Inc'rin'm = 


| Bat) HUHN 


his derivantur alıae, 


substitues 


substitues 


in v 
dnv' 


1” sne'qsn‘ r sn‘ m 


1 -+cnc' gen'ren'm.cne?v ' 


esse 


R hi 1—bd) .. ? ; } 
a-ya-a) + Inc qtnrtn"m—=U, 
hv 


Aa 'D(e,m) + 9, 


hv 


+ ‘Dee, m) — gı. 


11. I + =yprY); 
hv w a 
(c+2)= z7+ Dee, m) + 3(p—Yı). 


quarum ope singulas abscissas etiam 


ratıone computare possumus. Quia enim 


lang e.tangs 
lano (! 127g) 
lang « lang s 
er 17+8) 


== arc iang 


r@) 


W) 


uf 
I«l 


(w—a,) = arc tang 


cum formulis (10), aut addendo, aut subtrahendo, 


ang « tangs 


+ ‘De, m) + p — arc tang (ea 





G7+g))’ 
lang « tanas 
'D(e, m cp — are tano . = 
+ Dom) t4 Do Ktangin+g 
ange tangs 
I(e, m arc lan (> ——n Don 
+ ‘D(e, m) + arc tang lang Ing) pı; 
lang X lang s 
+ ‘Me, m) + arc tang — Qı- 


tang(! 17+8) 


ratıione ad punctum homologe comugatum computare 


/@—Q) (c+2) 


his formulis valorem tane s =] ——: 
Oo (b—2) (d+2) ’ 


(2ı—e)(a+2,) 
(d-2,)(b+2,)' 


1 


vaiorem tang s = | 
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esin asin2a(e‘ +08.) 


A 


/? d d d 
v ur: ic « . 2 = 
A "sn 4 snır.snn lcos? g(: +5in«)(e & I—sin«cose)’ 


1? (# — c05«) 


D cos «(e+Sina) (e 4 — sina cose) est 


enc' q en'ren'm = 


selsin? 2 7 +008« In v 


3. oo, = h i 
15 tang Pı lcos?’g "2 cos«(E u ne e— cosa)enee " nv 


Et quia 
esinasin2e(e— cos ct) 


Lcos’g(e—sin«) (ee! —sin«cos«)’ 





)" sn" q sne'r.sn'm = 





2 ‚ i l’? (2 +cC0sS«) 
en ocncrcnm= 5; er rg Fe est! 
/ 2: cosa(E— sine) (ee! —sin« -c08«) ’ 
sel sin? 2 &— C0S« In v 


16. lang go=7 


lcos?g " 2elcos@(e— sine) (el sin«cose)—l*(e!+c0sa)enc!v " dnv 


)," sn'asn!b sn’ (a4-5b).Invdnv 1” sm asn!bsn' (a+b)invdnv 


Ouia generaliter ;- . = — .—_ — en Gt, Ei 
Jd = aller dn?v — 1! cn’ acn’ ben‘ (a-+b) sn? v 1— an! adn!ban'(a-+b) sn: v 


producta 

da u (e—sin«) (ee + sin« cos) 

dnc gdn’r dm =: = ap Pe; 
"oo (e+sine) (ee —sin« cos «) 

I? (e+sin«) (ee + sine cose) 


d d ‘ 
( pr. '’m =». er“ ! 
dnqdner.dn'im = Gi (sine) (ee! —sin«cos«)’ 


priores f{ormulae etiam sıc exhibentur: 


l:sinasin?« (&’ 408 «)tnv dnv 
A Dr er . 
u tango, cos?g U (e—sine) (ee I—sinacose)—lR (e :—sin«)& sc +SIN«COSsa).sn”v 
br s 
lssin« sin 2 (s!— C08« )inv dnv 
lang = a 2, | 12 si sasn?n“ 
ie) cos’g 1 (& —sin«) (88 — sinacosa)—l (E+-SIN«) (88 AH SIN«COSasn?v 


Si in formulis (10, 11, 12) sumitur s= ;7, quoe=L fi et g=y,=ı7T, ab- 
scissae eo extensae aequales sunt, et arcubus AB et CD subtensae sunt. Ab- 


scıssa haec est 
hl 


7 + D(L m) 


24. 
Reductiones formularum, quıbus abscıssae punclorum coniugatorum 
ın cursis recıiprocıs eaprımunlur. 


teducendae nune sunt formulae in (artıc. 19.) inventae: 


s „hren) f / 2(h+ea') ‘ / 
x' +f'= u a') . 2.S(c, 7 gr LC [= r7 ira) + +2, S(e, r ), 
2(h— ,  2(h- 
Pr a —2.56,L’—r), ah fie in +3,80, 14), 


e quibus cormponimus primo 
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h+ea! h—ec! 


ET EI ERERIT RTV EP), 


ä r ’ h-rea' h—ec! e ’ , 
(ar) — (/ +fi) = jelaa) ” au e+S(e, r)+S(e,L — 1) 


vel, sı maviıs, 


| i ’ hv hil—ate' ee) E 
K(arrı)) +3 Hi) = ı +7 en — )e— $(e,g‘) — S(e,L’—r'), 


hv h(l—a’c)-re(a’ 
+ (© 


ey ) 
(Ha) HS H)=T TAza)(I— 74 EEE 


E formulis (2 artıc. 19) patet esse parametrum g°>r‘, quare parametro- 
rum summa g+1’—r'=L'+(g‘—r‘) quadrante L’ maior, altera vero summa 
+ 1’ — g‘= L’— (g’—r‘) quadrante L‘ minor. Sı igitur ponimus iterum 
m=r"+ LU —g=L— (—r) 
altera summa 9 +L’—r=2L’— m quadrante maior erit. Adhibita formula 


__ en r'ene‘ g— sn’ r sne'q’dn'r' dne'g! 


ee - 
un 1— 7. sn rsnc”gq! y 


componimus vero e substitutis formulis (2 artıc. 19): 


Vida) Are) 1—b') (d-d)]—) [(1—-a')(1—e') HD) CA+aN] , 


aatibe 
en m— A—')(1-4') (a'+c')— (l—a') (l—c‘) (b’+d') ie 
£} . l 
ae “ _ ee 
quac adhibitis (3 / arlic. praec.) sellaziter ad en’m Zeus, 


unde persqicis parametrum zn esse eundem ac in articulo praeced., ideoque 
esse L’ — (r—g) = L’ — (g’—r‘), sive 

5 r—g= g' _ 
Quo invento, hac occasione videamus, suümmaer+g etg’+r‘ aequales sint, 


nec ne. Formularum pro en‘m loco nunce habemus formulas 


2... ca gr) 








_ı vIaA+b) A+d) la) (1—ec)] +) T(l—D) 1—d) (I+a)(l+c)] Ih Pr. 
a (1—a) (1—c) (d+d) —(1—0) (l—d) (a+c) — scose— Jsin«’ 
3. en‘ (L’— 4 '—r‘) 
2 vfA-+a)(A-+e)A—b)A—ad)])+V Ola‘) I-— DVAHIAHN]) u j 
. (1-0) Ad) a/+c)—(1-a) (1—c!)(b+d') — elcose—esine’ 
unde perspicis, summas gerne q' — r! esse diversas. 


Quia Se, r)+S(e, LU’ —g)=S(e,m) — (4 infr‘ inc’ g’ in’m)s 


4> sn’ r' snc'g! sn'm snv envdnv 1sn r ne g’ Su mSnvend dnv 


arc tano - — .) aua ın formula — —— 
+ are o en'r! cnc’ 'g’ en'm dn? v+/sn:v) | en'r enc’gen'm dn?v +7” sn?v 





27,” sn'r snc' g’ sm’ msnv.snev us 
77207 33, = u, nancıscımur 
dn'rdne'g dn’m— 4" snc” v 
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(a +0) al) 
L hv PR —a'c') He (al—c' ) 
we IA+a)(l+c) 


et ne 


— 2? 1n‘r‘ inc‘ g’ tn’ m)|e + S(e, m) + a, 


(at) Hl Hr‘) 
h(l—a e')+e(a'—c‘) 


=? 
+ IAa-— a’) (1— 1 


— inc rin’ gtn’m))e + S(e, m) + — ıb,. 


Et = 











hl-ac) e (a —c') = 
tum Fa on 4 Ei n4 ) L u 
I(l-ra')(l+e) “ la) (l+c') In’ r Inc’ g In’ m v, 
hil—a’c u d- 
Ks ı(1—a c') e(«@—c') un ii y‘ u 


Id-a)d-e) + Ma-a)d-e) 
invenies, formulae reductae sunt 
' hv . 
aa) IHN =T + SEM) Hi 
| hv 
ka) N Sm) + 


unde concludis, addendo, 


/ 
9. Ka+a)=j + S(e, m) +37 — 3a, — ab), 


et subtrahendo, 
6. Sf) rt U. 


(Juia ınsuper est 


lang G 

1 „4 BR | 4 FE 2 

(a Pe «W a) — (ff uf: ) — arc tang e ang (c+Y) ). 
lang 6 


vw — a) Half Hi) = + arc lang ing (a,))’ 


e formulis ” obtines 





rw | ( tango 
z ı=T + S(e, m) + ab + arc lang lang (a—y er] 
er , hv ang o 
x, = 7 + $(o, m) + ab ' + arc tang en) 
nec non has: 
' hv 4 PER. mn © AR 
°C u; + S(e, mm) u 6. Due) Di tang e: ang («+7 w. 


5. 


hr tang 6 
m 7 + S(e, m) + m — xb, — arc tang ren 5) 





Ope harum formularum singulas abscissas, quae ad puneta curvarum re- 


ciprocarum perlinent, etiam non habita ratione puncti coniugatı computare potes 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXII, Heft 4. 39 


| 
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. . . /a’—z') (ec +2‘) 
dummodo in computanda abscissa x’ adhibes valorem tang o = EI daz) 
Ke—L) ( a’ +2! .) 

(2, —d') (b’+2',) 


Ad computandum denique angulum ab, compones formulam 





in computanda vero abscıssa x‘ valorem tang o = l 


jr € e sine sin 2« (EC0Sa)snv snc v 
y.. tanz en 
ie 1.c0s? ge (d+ sin«)(ee! +sin a 1 c0s@)— (e! — sin.) (se!—sin «cos a).sne?v’ 





et pariter angulus x, determinatur formula 


10: ssinasin?2« (E+-C0S«@)snv sncv 
b zn a1) ze = ee Ki er ET ehe 
ang %pı l.cos’g (& sine) (ge + sin«cose)— (e +sin«) (ee! —sin«cose). snev 


Simul perspicis abscissas quatuor arcubus Ab, CD, A’B’ er C/D’ subtensas 
aequales esse omnes, et valorem hunc communem esse 


Bu  2 2 = 
- + S(L, m) #3rt=—- + /'D(L, m). 





praeceptıis geometriae sphaericae nota est curvyarum spharicarum pro- 
prietas generalis ea, ut subtangentes lineae, quae ad puncta recıproca perli- 
nent, aequales sint, et insuper noscılur, dıfferentiam abscissarum arcubus 
reciprocis subtensarum esse complementurn lineae ıllae subtangentis. Quum 
vero ex aequatione differentiali catenariae ellipticae facillime invenitur, esse lı- 


neam subtangentem, quae ad punctum M pertineat, aequalem 


arc lang ( s 5): 


et pariter subtangentem, quae ad punctum curvae hyperbolicae N pertineat, esse 


hzı 
arc tang VZ, ). 
pervenimus ad relationes: 


hz VZ 
et — c—=ir — arc tang (2 = ars tang (7:) ei 





4 d 


. l =) — iano er) 
oe — x mau — arc tang VZ, = arc lang u)’ 


° . . BR . . ” . 
ce quibus, substituendo valores quantılatum %, %r, %, & x' ın artıculis praece- 





. . Pr . nd ! ! - 
dentibus inventes, oriuntur relationes inter angulos p, Pi, ab et ab,, quas etiam 
her, ; 5 tang s : ıl A ; 

a ne og eo =; —, et e theoria integralium 
ulterıus reduces, sı memineris, esse lang 0 lang @’ gralum, 
juae a functionibus modularibus pendent, notam esse formulam generalem 


sn'm EM v ) 
sne'm ' sncv 


Dee, m) — S(e, m) = arctang # 
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25. 


Reductiones formularum, quibus areae coniugatae linearum catenarıum 
et arcus recıproci exprimuntur. 

Eruamus primo semidifferentiam arcuum homologe coniugatorum A’M‘ 
et CN‘, quia est nexus e praeceptis geometriae sphaericae notus, hanc differen- 
tiam inter et differentiam arearum, quae ad curvarıum catenariarum Ipsarum 
arcus homologe coniugatos AM et CN pertinent. Reducenda igitur est for- 


mula ex is (artıc. 11.) composita: 





Y . (—c)v - 
(AM CN) = FT" — S(6,p)) + So, L’—pN). 
E formulis 
u ya’4-.d! 1 /8c0ose +Ee!sin«— 20 sin « Cos« 
c'—d £cosa— esin@ +20 sin cos« 





Din, 1 /b/+rcl /8c0s@ + e!sin «+20 sin« cos « 
incep = Y-ı_n 7 rn 
a—b 


patet primum, esse parametrum L’— p'> p‘, sive p‘—;4, quare integralium 


€cosa— elsin«—2osin a cos«’ 


differentia reducetur ad unicum, cuius parameter est L’— 2p’=n, et eruen- 


dae ante omnia sunt formulae, quibus exprimantur valores functionum mod\ıu- 
2tn‘p.dn'p 


























E e 5 , Re: d i/s ‘ 
larıum humus argument n. Est prımo inen = tn’(2pP)=7r — 
ie I (2p°) 1 — in” p! dn”p 
21 u \ I > ’ osin2« O0 | b , 
— Yrc-ald!  osin2e et ıdeo Inn = 7. (Quare habemus formulas 
f tang gsin 2« . I 
 Besgeruggee jr \ngpe SINE DB. Wh re 
Ecosa—e'sına’ aueh ECOSE +ESIN« 
i I j tang e sin 2« 
wen mc, enen = ee 
1 &c0ose— ce sin« &c0s@ +E'sin« 
. € 
, lang esin« / l 
re er 7 —, IDEE BE m 
lang g sın Za« 
In‘ U(scose&-+e'sin«) Pr 8cose—e'sin« 
ann — en en = 
p l(ecos@e— esin«)’ reg &cos@ +8 sine 


= ” . [2 l' 
Qui: .d. invenimus en U’ —g—r) = —— a = en’ 
Juia in articulo praeced. invenimus en‘(L’—g—r) un een m 


patet, novum parametrum esen== (L’—g—r) = L’—2p‘, ideoque esse 
2 uap= :(y-+r) ul’ —- = (g-+r). 

Valere formulam secundam, ideoque primam esse falsam, in art. seq. monstrabitur. 

Quia S(ve, L’— p‘) — S(e,p’) = S(e,n) + e(# inc‘ p‘ tn‘ p tn‘ n) 


121,” sne! p' sn’ p! sn’nsnvsnev 2 al — ec‘ 
— arc tan ( ya Tun ). st 3(A’M' — CN) = (- 
> dnc' p' dn! p' dn’n—) sne?v est (AM a4) \ l 


+ /" inc’ p‘ tn ptn’n)e + S(e,n) — z, ponendo 








39* 
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72 3.” sne’ p! sn! p! sn! nsnesnec v 
tang y = I ZA Ile > 3 
o4 dnc! p dn! p! dn'n— #* snc”v 
1 tang g sin 2« 
. 22 ER | en 2 DO 
Oma vero In’p Inc‘ p =7, est A Inc p tn p tnn=kinn= u Zun 


a'—ci 


I l 


— 


yuum 


(A'M'— CN)=S(e, rt) — arc tang (- ] 


tang esin 2« 


‚ Invenmmus 


Ouia Insuper s( !’MP+-UCN' 


P:sine 
— Arc tang ( . 


2elsına 


"scos@e+elsin«— (208 «— e! sin «)sne’v 





—— 


6, arcus reciproci ipsiı exprimuntur formulis 


IM —=6+S(e,n) 
tang esin2«@.snvsnc v ) 
&ecose+e!sin«— (cos a—elsin«)snc?’vJ ’ 


UN =0—S(en) 





tang g sin 2«.snv snc v 


"scosae+esin«—(8cose—elsin«)snc” ;) 


funt AB’ et ÜD/, et o =} et 


de I 
> 
2elsine 
+ arc lang ( er 
Sı arcus A’M' et C’/N’ eo extendimus, ut 
= L, quare est 
4 \ arcus A/B‘ 
U arcus OD’ 
ic: 2:.cose inv 
In formuliıs (3) est = vi. 2. 


an —+ S(L, n), 
ım—S(L,n). 


Sı vero arcus A’M'’ et CN computare 


vis, e formulis mode erutis, ratione ad arcum coniugatum non habıta, substituas 


( —z!)(ce! +2’) 
(] (’—d')(d'+2!) 
(e!-z’,)(a’+3',) 
( (2, —d)(b'+2',) 


oO — arc tano 


oO 
arc lang 


Areae 


A’M' — arc cos ( 


) In computando A'M', at 


in computando er. 


f et f, etiam inveniuntur e formulis his, dummodo memineris esse 


h 
en | 
h 





hr 
r 


C'N' — arc cos I. 


cosy, (sinyı+e))” 

et quia cosinus in formulis his obvii unitati aequales fiunt, sı areae Jet /ı 
usque ad applicatas BD et D extenduntur, areae, quae nunc sint F et F,, ex- 
primuntur formulıs satis simplicıbus 

Ti AB'=!r+S(L,n), 

IF =C'D'=!r— S(L,n). 


Fodem perveniemus, sı formulas, quibus summae et differentiae abscıssarum et 


— 
— 


6. 


arearum exprimuntur in (arlie. 23.) probatas alio modo coniungimus. Oriun- 


tur primo: 








14. 
’ ’ hv 
(Ff) + 3a) = are 
hv 


(ff) - 3a) = Id—) 
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hv } 
7. tr Pen - ‘Pe, U—r), 
hv 
an + Pan) - Dog). 


Ante omnia nunc eruendum est, parametrorum differentiae an sint positivae 


in’ adn!b+ dn!atn!b 


nee ne. Invenitur autem ope formulae in’(a+b) = | _ Inladnibinib.dnig , gene- 
ralis esse 1n‘(g+r) = — In‘2p‘, unde concludimus esse L—(y-++r) negativum. 


Quare vides esse g> L’—r et pariter r> L’— g, ideoque esse L’- 


= 3;(y+r), veg+r—lL=n. 


Quia est ‘D(e, y) — De, LY’—r) = 'D(e,n) + 


ponendo 


1? sn'gqsne'r sn'n.tnv..dnv 


lang 4 = 


h(d— b) 


1-— dn’gdnc'ran'nsn’v ’ 


d 


/ 
(N in‘ gincr..tn'n).o- 


Invenimus prımo 


(Ff) + !a—ıı) = (— A4a)(1+5) + Xin' ine r in'n)e + 'D(e,n) — 7, 


et pariter 


Ar) — Hm 


—h(d—b) 
BU (Gar d)(l-+5) 


ponendo tang Q, = 


+ Nine’ gqtn‘rin'n)e + 


+ ‘Dee, n) - 


Als 
2? snc' g sur sn'ntnv dnv 
1—dne’ydn'rdn'nsn’v ’ 


quae vero, cum facillime tibi persuadeas, esse 


_—hld—b) 
Zi-+d)(1-+5) 
contrahuntur ad simplices: 





_ 


—h(d—b) 


+ A? in! qtnc‘ rince= = jd-gd4b + A’inc' qin‘ rinece—=V%. 


U) + an) = Don) — 1, 


| (ff) — (ea) = De, n) — ı, 
e quarum combinatione obtines 
3. c— Gı = — 
9. 3a) = ‘De, n) — (X +7ı). 


Fomulae, quas ad computandos angulos 4 etz, applicabis, 


satıs reductae, sunt: 


2lesin«. .tanggsin2«.(e—cos«).tnv. dnv 





‘sin a)(e er sin.« )sn? 2 





(ECOSKA-+E 


2le sin @tang gsin2«(£+008 «).tnv.dnv 








19. tang X — li? (& cC0Sa— 8 sin «@)(&— sine) — —[? 
et 
ll. tangdı = ;,; 


formulas 


(/+Hfı) + 
(/Hfı) — 


(701) 
(a — a) 


(2cosa—e'sin«)(£+sin«)—l*(ecosa+e'sin«)le— sine) sn? 


angel ang s 
a 
tang «lang s ) 
tane(!(7+8g)) 


arc tano 


o \(n—2)) 


arc tang 
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in (art. 17.) inventas, coniungis cum formulis modo erutis (7.), prodeunt novae: 
tang «@.lang s 


[ ja j ) ar tang @ 
. = + ‘D(e,n) — 7 + arc tang er in+E) 


. ang «.tang s 
fh =— ‘De, n) +7%+ arc tang (= z ), 


ang (4 von £) 





et pariter 
ange tangs 
d 
f =+ ‘Dee, n) — yı + arc tang At est 
ang « men) 
tang (477+-2) 


quarum ope singulas areas f et /,, non habita ratione ratione alterius coniu- 


13. 





{ 
[f =—- Dee, n) + zı + are tang s(; 


ati, duplici modo computare potes. Areae usque ad applicatas extensae, quae 
ad vertices proximos superiores pertinent, e formulis his inveniuntur ponendo 


g m yr et mu, quo obtines 


F='D(Ln e RR =rr—/'D(L, n), 


quae cum supra inventis formulis (6.) congruunt, 


26. 
RReductiones formularum, quibus arcus coniugati linearum catenariarum 
ei areae recıprocae exprımunlur, 
Reducenda est formula ex ıs articuli (8 et 9.) composita haec 


| 15426 | 
(4AM—CN =-— u ı De,p) — Die, L'—p), 


in quo non negligenda est ratio inter parametros p et er 2, Ben est 








=yV- en ı FE | ee V; 


on 
in‘) C0S@—Esine—o 


ee dl cosa—e sina+o’ 


vides esse 
R L‘ ® I 
p>L—p, sıve Pp>: 
Quare ponamus u = 2p — L‘, quam differentiam positivam esse modo inveni- 


mus, et adhibeamus formulam 
DKko,p) — ‘De, U’—p) = ‘De, u) + (Ain’p ine ptn’u)e — M, 
2. v— )” sn! psnc'p sn’ u.tnvdnv r 
ponendo tang NM = 1— dnpdne'pdniusn®o ’ quo At 
. 2. d— en 
»(AM—CN) = (Atn‘ pinc'ptin!u— ——)e + '‘D(e,u) —M. 
Ante omnıa eruendi sunt valores En modularıum nov) parametri u. 
2in'pdn'p I 


np 5° ideoque 





Quia vero incu= in‘(2L‘—2)) z—— in’2p =—; 


0 r . > 
In‘u = 77 , Invenimus formulas: 
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2 0 , l 
Ss u RE Ssyıe en ET 
gen Ed COS a—Esin«’ Fe el Cosa -FEsine” 
Ä 
chnu= “un encu = an - 
| — Jeosa—ssina’ ’ — slcosa +Esine” 
@ 
0 / I 
inu= Iincu=-—, 
l 0 
I el » N = . 
hi Uce! COSC+ESINE) BR TEEN coSs« sine 
Ice! cosa—eE sine)” ECOSC +ESIN« 
o d—b+: Ze _ 20 sin? + 2e 
T y ‘ chen ‘d ie > 2 N +6 
Nunc vero est /’In’p inc pinu= Atnu= z, et qua un Su 7 


BER; 
— 77, Invenimus formulam 


2 KAM-CNM=—7+'Du)—M, 


qua angulum M computabis ope formulae 


2olesine. Inv, dnv 


3. tang M= FO RI 


l?(e!cos@e—esin«)— 1%(2 cos @ +esine)sn? 


Quia insuper est 3, AM+CN) = s, oriuntur 





ev 


AM=s— 7 +DeW—M, 
4. 
CN =s+3 — De&W+M, 


quarım ope el singulos arcus non habita ratione alterius coniugati computare 
BE | 


- ‚vie 
COS@—ESIN « 








possumus. Quia in (artic. 24.) invenimus en‘(L’—g'—r') =; 


demus esse en’(L’—g’—r‘) = en’ u, unde concludimus esse 
=+(L’—-g’—r)=2p' — L‘, quare 
aut p=3(ly tr), au p=L’—}(g'+r) enit. 


in! gdn'r+tn'rdn'g 


’ (6 Men 
Qua vero In‘ (g‘ +r‘) 1 _m gtn'r.dn'rdn‘g 





= + Incu, etp= 1’ — U(g’+r‘) 


et u=L’—(g’+r‘), et quum e formulıs PoRN 19.) componi possunt formulae 


hrea' —.ec! . 2 
ı(f‘ —/f)+ (a — 7 1 ae u II—c) ‚)e ne S(e, )+ S(e,  Apee ); 
h—ecc! h+ea! 


U ff) — ;(a’— a‘) = iAze) ” Ih) e+ S(e, L’—9) — S(e, r), 


vel, sı mavıs, 





ae cc 
 stnhnh te. 24 + S(e,L’—r') — S(e,( Y) 


’ s ev 
If) tra -ai)= Tr iA-a) (1-c) 
ev +(& e(l-alc)—h e-a)\ 

IAl+a)(I+c) 


(f‘ fi) — aa‘) =— 7 + S(,L’-9)- Ser), 
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ambae integralium differentiae reducuntur ad idem integrale S(e, u), cuius 


parameter u= L‘ — r‘ — g‘, adhibitis formulis 


Se, L’—r) — S(e, g/) = Sle, u) + (’tnci rt in!g’tn!u)e—2, si ponitur 
4-0” snc'r'sn'q sn’ u. snvsnev 


= — ei 
dnc' r! dn! gdn'u— 4° sn? v 


S(e, L’— 9°) — S(e, r) = S(e, u) + (#* tnc‘ g’ in‘ r' in! u)e — 2,, posito 


O 
tang == 


#1? snc'g’sn'r‘ su'u. EMOSNEV 
tang 54, = 75; 
te) 


dnc' q’ dn! r' dn’u— 4? sn? v 


“ . Pre En PR 0 8+C005« osin?«—0°C0s? « el—a'c)—h(c'—a') 
ua est A’inc rin a In um 7’. — nn 6 — — 
x u ; I" 2—cos« l(e—cos«)? I(1—a!) (1—c‘) 





— osin“ @+0 cos? Ü 


e ;—, formula prima reducitur ad 
lle—cose) 


ev 


' (Sf) ti@—-a)=—-7+Se u) — 


>. et parıter altera ad 

/ £ "4; d d 

ed » (x -c)=— T + S(e, u) — 4; 
quare, tum addendo tum subtrahendo, ıinvenis 

en ev \ 
6. Af-A)=-T7+I5e u) — RR) 
ei 
5. a" iz £ u 2 Zu 2, 


Formulae ad computandos angulos auxiliares aplıssimae nunc vero sunt 


2ole'sina.(£e+C08s«). snv Snc v 





lan 35E =; — 
, “ (E — sine) (8 Cosa +Esin«e)—(E+Sin«) (E COS @— Esin«) sn? v 
| Q 2ole' sina.(2&— C0S@).snvsncv 
tane 34, == 77 RPER 
. (+ sin«)(e c0s@ +Esina)— (E — sine) (£ cose— ssin«) sn? v 
Si cum formulis (5) coniungimus inventas in (artic. 20.) has: 





ang co | 
1 / / l d # in — 
:(/ hf P- (a — a) arc lang rn) 
1 / 7 17.4 Zu t _ tange _ 
(/ +/ı ) u 2 (A — ı) — afc any lang (@—g) 
tum addendo, tum subtrahendo, orıuntur: 
Ei er s(; tang o .), 
0 J Be = S(e, u) — + arc tang tang (c+; 8) 
PT j ev u i ang o 
fi 222 T -— S(o, 1) + 2+ arc lang ()' 


vel etiam hae 
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ev lanco 
/ ‘ D 
— FE . O a « r a ————— 
f nz S(e, u) — 2 + arc tang (en ; 


10. 


/ ev x \ a lane 6 
 =+7-SewW+QA+ artang| —  —). 
/ © \lang (@+g) 
Sı arcus AM et CN extendimus usque ad vertices proximos Bet D. formulae 
(4) praebent 
e.L y k e.L 
ll. AB='‘D(L )— 7 ı (D=r—‘'DLW+-- 


N 
Areae denique f’ et fi‘ extensae usquae ad applicatas, quae ad vertices B° 


et D° pertinent, sı sunt Z et 7. valent formulae 
e.L 
l 


r nf ü 
Fi=+- SCH, WW) + Im. 


+ S(L, u) + Ir, 


ff’ — 


Si inventa in praecedentibus inde ab artıc. (23) perlustramus, videmus 
pendere abscissas © et a, ab integrali ‘P(e,m) et abscissas x’ et a, ab integrali 
S(e,n); arcus AM’ ei C/N’ pendere ab integrali S(e,n) et areas f el fı ab inte- 
oralı ‘D(e, n); arcus AM et CN ab integrali ‘D«(e, u), arcus vero f’ et fi‘ ab 
integrali S(e, u). Quia autem integralia ‘De, m), ‘De, n), ‘D(e, w) facillime 
reducuntur ad integralia S(e, m), S(e, n), S(v, u), sive haec ad illa, ope for- 


snm smv 


mulae generalis D(s,m) — S(e,m) = arc tang Fe Zr =, patet, computum 


duodecim quantilatum 3, x), X, xy, AM, CN, AMY, CAS, 8,1, 1, fi‘ pendere 
nonnisi a computo trıum integralium. Haec de curvis coniugatis sufliciant. 
Eaedem curvae etiam non homoioge eoniugatae spectarı possunt; tune yerlices 
A et B coniugalı sunt cum verticbus D et Ü, et crescente applicata y, de- 
erescil applicata Yı- Sı disquisitionem hanc novam suscipis, Invenies curvarıum 
proprielates geometricas pares et formulas inventis similes. Quam rem alten- 
tione dienam addigitasse hoc loco suffficiat, et ad reliquas curvarum formas 


considerandas ıam transeamus. 


27 


De catenarıa hyperbolica ea, cımus comugala ellıptica ıta degenerat, 
ut frat cırceulus. 
Invenimus in arliculo (5), curvam ellipticam ıta degenerare posse, ut fiat 
cırculus, quo vero in cası curva catenaria hyperbolica non est eirculus. Hoc 


evenit, si sumitur v»=Yy, quo ft d=0, iddogue A=B=;3r—y. Sie 


centro Jineae abscissarum desceribis circulum minorem radıo sphaerico = y, 
Crelle’s Journal f, d, M. Bd. XXXIH. Heft 4. 40 
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is est catenaria ellıptica degenerata, cuius aequatio est y=37— y. Formula 


sin v 





m y- ' » . . / 2 
artic. (9.) cosd’—= „,,,, MUnc lıt cosd’=tane og, ideoque sin 9° =y(l—tang‘y) 
/ An 2 
na 
y(cosz, ) Kr Er. 6 on (- R) ER > : . 
= —- , Ouıa ın artıc. 6.)d=P— a, fta=p, Id =; — 2a, aequalıo 
COS) « i ’ id, 2 
: sin ) cos 2» 
/ > u; e a y® J f 2 
sın(a#+P) =... abıt in sın?a=tanevy. Fiunt e= — =cosy(l—tang”y) 
’ COSYV toi, c0sy . OÖ 
siu®y 
ne » N Ir > OA, » J umEEn I 2 2) a )., — — . an „ N a] 
= cos 2a Vcos2y et Ah = z(sın"2a.sin2y) = os, = sin” y.tang 7 
’h Ü 
1 


ii En COS Y 1 | (1+0?)’ 
I 
u 


u De a Te 
4 | (1-+0°) 
\ sin’>— c0syYcos2y ’ 0] (1-0?) 
= coS7 — =sınytangy—cosyY(l—tang VL) 
’ sin?y+c0syyYcos2, an 0°+V (1—0?) 
Zei; = =sın ytangy-+cosyy(l—tang”y)= YA) ’ 


sı ponitur o = lang y. 





Ne applicata C = arc sin (c) fiat negativa, tang’y > Y(l1 —tang’y) sive 


| +1 \ 1] ‚ 
lang y a a4 BSSE debet. 


0 
a zum y ’Arod)’ 
0 
2 — Ydl+o?)' 
u: o(1+VCl—o?)) 


u 


ce‘ = siny+tangyY(cos2y)=siny(l+Y(l—tang’y))= As) ’ 
d’ = siny—tangyY(cos2y)=siny(1—y(l1— a), 
legt) | 
= ya 
Aequatio differentialis curvae hyperbolicae est 

hoy hö2 


3. 97 = cosyy (cos? y(siny+ e)? 4°) — (1—2?)(2-+0) J (@-c)(d-:2)) 


b‘ — sın Y 


3 
) 


3 . 
+0 


> 


h=| 





Sed ante omnia eruenda est relatio inter h et e conditionalis adimplenda, quo 
linea catenaria elliptica fiat cırculus. 

Ex aequationibus (1+g°)e* = (l1—o) et AP(l-+E°)" =” per regulas 
Algebrae facillime invenis: 

oe — !(e +2—eV(e +8), sıve 1+0?=GlVle+8)— e))’ 
eh (1—e’)?+(4—e?)h? 


dt Wet 


\ 2—-—et+e?h? 
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»» 


Sı valorem hune substituis in aequatione (1-Ho’)e = (L— 0°”, invenis 
A+e—_ 2er +QE NA) = Be —Ie +IeM)Q—E—e rei), 
quae, evoluta et reducta, est haec: 
(1— e?)' — (+12. — 2le'+e)h? + 16(1— ee)" =, 
ıdeoque, reiecto factore 1 — e* trıbus terminis communi, migrat in salıs sim- 
plicem 
4. 164" — 5+ 20er — ec) H-Al—e)’ =. 
Adımpleta aequatione hac conditionalı, alterutra saltlem curva est circulus mi- 


nor, quıa e” non vero auanlılas e ıpsa aequatıonı ınest., 





in ap a hz.02 
Sıt ıterum area curvae = ideoaue 9 =10ı= 
J; . | / (1-2?) (z-+0) V(z—c) (d—: 
et erit 
hoz oz 
X + (= et,d0—- Yj = < 
en (1—z)(2 +a) V( 2—c) (d—3)) ' da (1-£2) )(z+a) (2 —l ce) (d—:z) ‚) 
quas formalas ul integremus, ponamus 
| /Z—C ’ C Hd 
i= — et vice versa z= 
d—2 1-+7° 
O2 Ud—c).dt . 
f tee TEE FE. 
quo Il 7 nun = a ,„ Ideoque 
V ((z-e) (d-2)) 1-+H1° 


2h (de) A+1).0t 
|d—c)+ (1-d)t? | [a+c+(a+d4)t?] 
2h(d—c ') It 2h(d—c) ot 
a u re Te ee Er " a+c+(a+d)t: 
2hld—c)(1+1?).0L 
— rOlre) + (I+D)E |Ta+c+(a+Q)t?] 
2% (d—) oO 2h(d—e) ot 


rn " (a+0)+-( (a+d)t? iy% u I+c+( -+d)t? 


IX — oO 





Si igitur sumuntur tres angulı sıve arcus circulorum maxımorum tales, ut sit 


ang P=t. ne tang O=1!. a tang h=t. 
iniegrando inveniuntur formtlae 
2h(d—c).R 2h(d—c). P 
v+/= (Ira)y\ (a+c)/a+d)) m (Ira) y(l 1—c)( id)’ 
2h(d—c). R 2h(d—c).Q 


” -j- (1—-a)Ylla+c)(a+d)) Fi (ia) ] (A-+e) i+d)) 
Quia ob aequationem a=b valet formula Y((l-a) (1-6) (I+e) I+d)) 


N 


= (l1-a)Y((1-+e) . +D))=h, et d— c=2cos yY(l-tang?’y) = 2]\'cos 2y, 


} : 
(a+c)(a+d) = a — Vcos 2y) (a + V cos 2y) = tangy(2 + cos 2y), est 
40? 


coSy r / C0$; 
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cos? 


x + £_ 4(1 —cosy) | er: ki + 4Vcos?2y. P, 
c0s27 
240052 


v— /=4(1l+.cosy) | z.B — 4Vcos2y. 0, 


ıunde addendo et subtrahendo BETONT 


a4) )- RR + WVeos2y.(P0), 


2 4+-c0 
| Ber 
ei 2,.(P+0 A & Vs DE nd A > 
== cos% — 1c0SsYy. “ 
ponitur !=tane g, est 
2 = ec cos cos®’p + dsın?y, sive 
= 0°—0082y.V(l—o°) 
). BE gen 
V(l+0*) 
. . a+d 
Hınc sequitur tang fi = tano QD. | 2, ideoque 
i 0 dv) Ad-+-C 
np 2siny cosYf | ((a+d) (a-+c)) . 
tano 22h = - Ar, WR 
| (a6) C05" 4 — (a+d)sın Yf 


sinyy(2+00827).sin2p 


cos? 2p— c0sy ‚Veos?y 





tang 2h = 
Qua autem e formula generalı 
V(1— sin C)(1+sin D)) = cos 4{ D+C) + sınz(D—(C) et 
| ((1-+sın Ü)(1—sın D)) = cos D-+C) — sın ,(D—C) 


sequitun 
c0S?y-+Ycos2y 








(le) I-AM)=cosy+ sınd’=cosy+] (L—tang’y)= 0087 : 
| ei cos’y— Vcos2y 
\(A+c) (l—d)) = cosy—sınd’=cosy—] (l—tang’y)= c087 


lacıllıme componımus 





Vcos2, sin? c087.sin2ep 
un in FIRE 006 — ek +0) — ne, 
tang(() [ >= cos; ec’ cos? f +d sin? f ’ tang(# + 2) C cos®?p—d'sin?y 

z | (1—tane? Y) sin 24 
tang(Y— P)= siny " 1—cos 2p) (A—tang? Y) 


sin2p 


- Or »\ wen 
tane(O+J 3 = cot 7 nz (1—tang? ’ )— cos2p" 


Sı valores hos substituis, habes formulas 


cos? Me 27 (2+.c0s2y)sinZ2p 


0. zn ‚arclang .; 
) =2), rw . oO \ cos 2p— cosy .) 'cos2, 
(1—tang?g) ‚sin2y 


v( 
») A : N h 
go I um . d la 0 . fi 
(co d ) de 15 ( sıny Der os 24, | (l-tang?z . 





el 


sive 
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cotysin2p 


e J= ER 2) cos y arc lang V ren 7) 








2 c0SYy ee V(2+ 0082, ), sin 2p 
Ri * i . hi 
u, 24-0052, ‚arc {ang \ cos 2 — c0SyYcos2y 
. y j (z-+e) Oz _ 2(d—ec )(z-Fre). ot 
urvae CON—s se _ 
Sı arcus curvae UV=s ponitur, estOs ra) 1453” "Era 
c+e+(d+e)t” ’ ot 2 (d—c) (a—e) OL 
2(d— c). . == —= 2(d— e}. er Sue = . . Quare, 
(a+c+(d+a)t) (Lt?) +t dc +H(a+d)t x 


ale invenis formulam 
2(d—e) (a—e) 


ns ) ug, 1. Ch) 1 IV 
(d—c).p — Var) (ard))" R, sıve 
Ä cos2y > 
5 s=4Ycos 2y.9 — 4sın y 2-+c0s2y ' * 


in qua angulı p et /t sunt üdem ac in formulis praecedentibus. Sı ponimus 


=d.tog= P = = A=}z quare est 


> 
- 


cos 2, 
Abscıssa arcur CJ) subtensa = 2r. I+c0sdy’ 
C E ’ 2 ’ cos2y 
Arcus CD ıipse = 2r(Vcos 2y — sin y 34.0087 


y . , COSZ 
et area ad arcum CD pertinens = 27 (Jcos 2y — cos y | 27) 
2 +C052y 
Curvae reciprocitatis lege coniunctae cum curva ÜD aequatio differentialis est 
d 


— (h— e!), 0x 

On’ zu (1— 2) (z’+al) Y((z—d') (2 '))' 

Integrationibus etiam nunc inveniuntur formulae, quarum ope abscıssas, areas 
et arcus computare poles, et quidem formulae ita constructae, ut functiones 


in ipsis contentae transcendentes sint arcus eyclieci; quare in his rebus diutius 


commorari superfluum esse videtur. 


28. 
De catenaria hyperbolica ea, cwus coniugata_ elliptica est ımagınarıa, 
Vidimus in cası II. (articuli 5.) curvam ellipticam esse imagınarıam, 
at curvam hyperbolicam esse realem, neque esse circulum, sı » sumatur talıs, 
ut sit contentus inter fines y et 3T — Y. 


Sıt ıterum 
cos2y 





j et 2h = sın 2, .tang’v. 


cOsVv 


Si insuper ponitur siny=z et Z= cos’y(sin y+e)* — Äh, curyae hyperbolı- 


cae aequatio differentialis erit 
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' h.oz 
De TE 
" (1—z?).yZ’ 
ua nune 
A=:!:r — yv—6, GC=y— 6”, 
. el / 
b=z;1r—y-#6, D=y-+ 6, 
cosv sin y 2 I 
in qubus cosd = , et cosd‘ = —-, ponamus ıterum - =p, quo Al 
| COS; cosv i cosv 
y . ze 1 
cos 0 = 0 COS YV ei cos ö =e sın Y, 
y J Sy u 
vel, sı dz ponitur loco d, est 
A=:0r —y —dı G=y—6d, 
B= !r - } + dı, D=y-+ö: 


In quıbus quantitates Ö 


2. Cosd=ocosy et 
Sıt ınsuper 
‘ >47 m p) ö = ‘ 
3. Sin d = VY(o*cos®’y—1) et 
OQuıa nunc 
a=sın » l=cosy Eos d — ısın Y Sin Ö, 


Ü Eu sın B=cosyRosod + sin yeind, 


Cs d-+1cosy Sind, 


‘ 


d 


m 


== COS 4=sın 


7 


/ 
() 


n 


‚Cosd- 
d 


ormıntur formulae satıs simplices: 


| 


—cosDB=sın ıcosy Sind, 


) ' u 
aA=0COoS Y—1gSINnY, 
Sy d d 


5 ’ . 
b=ocosv-Fıssinvy, 
S ] d 


et d’ determinantur 


formulıs his: 


cos d’ 


=oesıny. 
| 
En s > BER in 
© = sın d = Y(l1— o*sın?y). 
i A a | 
ce =sınycosd’—cosysndö=sın (, 


d=sın y cosdö’+cosy sınd’=sın D. 


’ Fe Ä 5 5 e 
e=cosycosd‘+sınysin d’=cos (, 


fl . . 
d=cosycosd’—sinysind’=cos J), 


Ä * ° 
u nn NY »# ans 
d = 0510 cosy-rı1EcosYy, 


/ . srl audi 
Ü =OSINYCosy—TEcosy, 


A. u tele et a En 
% =osın!y—E cosy, ( =POSINYCosy-rE sıny, 
/ 2 Bi; c# » N , jd Ex . . 4 u . 
G=pau + cosy, (d =OSINVCOSY— © SINnYV; 
N / / S J Jd / 
- 4 [9 y y > [9 
7, e =00C0S 2) A 2 = (0° — I) sın 2; 


/ \ 
(2 
Adhibeamus formulas in ($. 233.) theoriae 


ias St 


7 


+ (a+rb)e + ab 
(a+b)d-+ ab 


7 9 
- ji 
u 
‘ 


d 2 Pre: 
€ cosy"_ tsıny= 


» 2 N WA 
7‘ =— (Or (057) ne sın N) 


Ouia 
& 


1)" + (0-1) sın?27 


1—2)(-+(a+b)2-+ 0b). 


funetionum modularıum demonstra- 


ei 


(e-+a)(c+b) 
(d+a)(d+b), 


2 „u ‘ 2 
0 +cos? 208‘ Cosn,. 


2 9 Pos’ cos 
9° +cos2y + 208 CoSy, 


+ 


o’—1 


— (0° — 1)°(1 + 


sin’2,). 
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ab = po? cos’y — sin?y, cd = 0*sin?y — cos’y, 
a+b — 20 cos’y, c+d m 20 sin’y, 
m /1 +alb == (1-+0°) cos’, l1-+cd — (1 + 0?) sın?7. 


| inveniuntur 
V(A-+a)(1+Ö5))=(e+1)cos7, VY(l+e)(1+d)) = (o+1) sin; 
‘VAaA—a)—b))=(e—1)cos7, Yll—ec)(1—d)) = (o—1) sin y. 
Est ınsuper 
5. m=Vlab-1(a+5)) = V(-ia—2)) = e sin ı 
et 
ed+3(c+d)(a+b) + ab= 0? cos’y — sin?Y + 20 sin? .0 cos’ 0° sın?y — cos”, 


sıve 
Q, cd + 3(c+d)(a+b) + adb=e#"—1l+: 0° " sın? 27. 


(Juare, ponendo ed + z(c+d)(a+b) + ab = nn‘. u, fit 








0° 
1 =—— sin?2; 
9 0 ’—1+3 50? sın? "2, Te ’ 
1 5 0 2 -— - —. 
s sa > Pr © 
(o’—1) | A+° > ,5in?2,)) Vils a -sin?2y) 
= o’—1 o’—1 
10 ( es’ sin 2, 
i | — U) = sın 2) — — —— 
V(l— u‘) = sın 20 Ze ' 


(-HVA-",*,sin:2,) 


&E ‚smdr 





\ +.) — 
tang 0= 0 ®—1+3 0° sin? 2, 


Sı adhıbito modulo 
11. A=VG(l— u)) = sin 9 et coniugato A = Y(}(1+ u)) = cos #, ponimus 


] n’(z—c) 


12. 0; = 
lang zamı tea )’ 


et vice versa 


= nd(1—env) +ne(l-+env) nd4nc+(me—nd) env 
n(l—cenv)+n (Irene) n’ En +(n—n)env 





Öz v. OU 
VZ  Ylnn‘)‘' 


beri possunt: 


erit Formulae A = Y(l(1— u)) et X = Y(}(1+ u)) etiam sie exhi 


| '2V ((c+a)( (c+b) (d-+a) (d+b) )—2ab—2cd— (c+d) (a+b) 





= 4Y|(c+a) (c+b) (d+a)(d+b)| 
3. = Y2YCH@ e+Dtd+0) (d4D)) + 2ab+2ed + (044) (e+d)(a+b) 
a 11% [Cc+a) (c+b) (d++a) (d+b)] | 


et qua Zab + 2cd + (c+d)(a+Lb) = (d+a)(c+b) + (c+a)(d-+b), invenis 
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\ Fi (d+a) (c+b))—V ( (c+a)(d+a)) 


2iV (nn) 
V (0? ’—1+3 0 *sin? 2, +ieesin2y) — Y((o? —1+3 0° "sin? 2, EL “sin 2 ’) 
19 } ” | 2Y(lmn) Adi De 
u; u V((d+a)( )(c+b))+V (Ce+a) (d+b)) 
2) (nn‘) 


V(o®—1-+40°? sin? 2y Fee’ sin2y)4-V(o—1-+3(0”sin?2y—ise' sin 2,) 
2V (nn‘) e 





unde perspicis, modulus A et A‘ et alıis modis computari posse. 
Oz 


i1-— z?)VZ 





Sıt ıterum f area curvae ad arcum CA pertinens, sve J = 


hzou ’ 
En ih ei ideoque 


. h OU ; h OU 
Or = = - De a 
+ Of (nn') ap el OA of V (na‘ ) 1+2 





Oma 
a n(1+d)+ nr" (l-re) +(n( I+e)—n( (1+-d))env 
TR „"n+(n—n)env ; 


n 1—d) +n’(1—c) +(n’ A—-c)—n(l-d) ))env 


Faser nn + (n’—n)env ui 
oriuntur formulae integrandae: 
Kr h n-+-n'+(n'—n)env 
le he A Van‘) " nl—d) +n'(l—c) + (mn (lc) -n(l—d))ent a; 
7 n+n +(n—n)env 
u a V(nn‘) " n(l-+4) Hn’(1-+c)-+4 (n‘ A+o)—n(l+d))env' By 
ur A+ bene b AD—BC 1 
Quia fractio formae C, Dns  D+F 5 "DD ‚ formula prima re- 
1 Denn’ 


ducitur ad 


h(n'—n) v E_ _ 2hld—c c).Y(nn!) £ 5 rar) 
c+j= (n‘ B=OERNER (nn‘) + aA-ce) —n?(1—d)? ' ol-+2-cnv’ 
(1—c)—n(1-—d) 


ıie= et altera ad 





8 - en ın(l-a) ponitur, 
h(n'—n) ı 2h(d—e)V (nn) 
v— ST dr) —nd4a)Von)  nedrot—n:A+0)% J I4+g“env’ 
‚ nn ’ 
ii k eo ————— Jon!mus, 
si 2 7 lzeo)yndizg Ponmus 
29, 
His praeparatis integrationes absolvimus. Comparemus integrale 
, | War ia 
ix:; —, cum formula (2.) in ($. 212.) iheoriae functionum modularıum de- 
v 


monstrala: 
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. 


ine pdne p. OD © / one v a 
\ 1-cnc'p — np —arc lang \y ;) ap) 
0 u P. env sn’ psne 'p A en‘ n 


Quem ın finem ponamus enc'p = g, SIve 


j n (le)—n(l—d) 
Br A n(l—ec) +ntl—d)' 
l—cenep _ n(l—d) 


Hac ex formula deducımus facıllıme ; = - 
l-renc‘ p n(l—ec) 


sSIVe 


n(1—d) 


1. tane lamc'p = | ———, 
o2 / n(l—c) 


Porro esi 


2V (nn‘).y((l- c)(1-d)) ? } ((d+a)fe +b))+V((c+a) (d+ 


# ‘ 
SITCc D == —— -: u SRED a" 
/ Fee: 4 n’(l-c) +n(1-d) 


n(l-c)+n(1-4) "ya ce) (1-4), 


(d—e)yY((l-+a) (1-+5)) 
n Ace) +n(l—d) 


’ 


ıdeoque dnc’p en v1—7” snc”p) = 


2V (nn) .‚V((l—e) )(1-d)) 


ER 
enc cr "a d—c)—n(l—d) 


5 i : - 2(d—e)Y(nn‘). V((l-Fa)(I-+b) re) 1-r7)) 
FE formulis hıs componis Inc'p.dne‘ p _- —————— ———— Kin ni Bed 
an" (lc) — nn?’ (1—d )? 








sıve 
_Shl I—c)] (nn ) 
Inc’ p.dncp = "de nd—_gy > guare est 
h(n'—n)v ® Jene v ./ 
a — Md-e)—nd-a))Yan) snpsncp are tang Er Dep). 
Quia est sn’ p = ıllıco obtines 
. a! 1—c)— n(1—d) 
sp = (d-oV(dra)i+b) ideoque 
1 d—  n!(Al—ec)+n(l—d) Ye VeAl+a)Cl+5) ) 
sne'psne'p m: 2Y (nn!) ' N IA-c)—n(l-d) ' | ve 1—c) ( 1—d)) 


Bi h(d—«) n' (lc) +n (ld). 
—2(1-c) (1-4) Yan!) ' a A—c)—n(l—d)’ 


quo valore substituto formulam contrahes ad satıs simplicem hanc: 
h(l— >(c+d))® Jene ®v 
x Zi. ee ar 101 > _ 3 ’), 
+/- (lc (1-4). | (nn!) arc tat oO (a) — (v P) 
qua valores 1—gsin’y pro 1—;(c+d) et @— 1)‘. sin’y pro (l—«e)(1—.d) 
substituendi sunt. 
formulam differentialem, qua 9x — Of exprimitur, comparas cum ea, 


quae summam 9c+9/ perhibet, videbis, permutanda esse —a, - b, —c, —d 


cum a,b, c, d; quo sı parameter p abit in g, valent formulae 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XXXIIT. Heft 14. il 
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TE n(1+d) 
lang zamce g = alle)’ 
2 neo) —n( (l+d) 
ng n! Arc) en(l-+d)’ 
; 2/ (mn‘).YCCl-+a) (1+d)) 
S7ıc 4 er es 
n (l-+c) +n(1-+d) 
Inc‘ (d—c) Y((l-+a)(1+b)) 
u u +) +n(l-+rd). 
u. __ 2V mn‘) .VeAl+e)(l-+d)) 
gt so ' 
nu n!I+c)—n(1-+d) 
IT (d-e)Yel—a)(1-0))’ 
et 
h(A+3(c+d))v (>=2) er. 
oJ = dHddHa)) am + are tang Meng) F Sn. 
Sı vis abscıssam «x et aream f eo extendere, ut pertineant ad arcum CD in 
ter verlices proximos contentum, est 2=d, ideoque e=2L, quare nunc est 
enc = VW, ei 
h( 2—c—d)L 2. 
—_—ıS 2L, ), 
a ei) (A-d)]} (nn!) ( P) 
h(2-++-c+d)L 
— Il! — u ) 
u e (1+c) (1+-d) Y (nn‘) + S@L, 9). 


30. 


Derivatu facilior est formula, quae longitudinem arcus hyperbolicis 
(+0)92 __ (ste)0v 


(N =s exprimit. Quia est Is = - ZT Yang; est 
v ! 7 n'c—nd)env 
NEE... AN IL nd nic+( ( d)env e“ 
V (nn!) Vinn') Jh n Iyn+(n —n)env 
Ihibita 4 | A+Benu _D 4 AD— BC 1 i 
auae, adhıbıta formula Das © CD D ‚ mutatur ın 
l+— cnu 
C 
 _ (n’c—nd) v 2V (nn!).(d—e) OV 
"7 Ymn en nn‘ nen? nn 
J ( ) l+- 1 EN! 
n'+n 


juare integratio contingit adhibita eadem formula generali, qua ın articulo 


praeced. usı sumus. Elıgamus parametri signum r et ponamus nune 
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P n!—n . 
ener = 7,., quo fıunt 
n'+n 
‚ DV (mn’) 
sucr a PH 
n'+n 
1 d N 
tane same'r = | 
O2 n! ’ 
2V (nn!) 
Inner = — 
n!—n 
en V ((d-+a) Cce+b)) + V ((c+a) (d+b))) 
N set a ee Fe en Fr nn 
N" +n 
j d—c 
VW 
n'+n 
BR 
nr = Sen 
—d-c’ 
’ ü 2(d—c)Y(nn') l d—c nen 
unde compones ine rdner = —— a -7— ed — m, en. 
nn sn'rsne'r ZV(nn) nN—n 
quare est 
ev n!c—nd v d—c nn (@ enc ‘) SL 
u Fr —— 72077 ,0 — arc tane I 37 — 8te,r), 
V (nn!) n!—n V(nn') 2V (nn!) " n'—n ; are Tan N lenir (vr) 
sive, magis reducta, 
(e+3(c+d)) ( eNC®V S 
se — - — arc tane 1 4 —-)— 8S(e, r). 
V(nn') 10 _ Tair) (vr) 


Sı arcus s extenditur a puncto sıve vertice Ü usque ud verticem proximum D. 
arcus exprimitur formula 


. 2e+c+d)L 
Pr EU S ne 


) (nn') 





in S(21, r). 

Formulae ab inventis parum diversae ınveniuntur, quıbus tum abscıssa x’, 
tum area /‘ curvae reciprocae el arcus reciprocus CN ıpse exprimuntur; sed 
has res diffieultatibus obnoxias nullis mittamus nunc omnes, cum relatıones 


inter curvas reciprocas intercedentes sınt notissimae. 


Monasterii Guestph. d. 8. Martıı 1845. 


il AN} 
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1). 
Note sur quelques integrales definies, 


(Par Mr. le Dr. O. Schlömileh, professeur & l'universit@ de Jena.) 


I armı les differentes methodes de calculer les integrales 
1x OsinzH 00 


© C0S2H99 
. a 2 2 et / ’ 
J, U? — a” Jo Wr’; — a? 


I nv a aucune dont lapplication aux integrales analogues 


oo sine 90 » a os 090 
+’) / —— zZ et / 2 
oc; J/n 09 — a’ Jo ge £ 


nat pas de diffieultes. Cest pourquol le in suivant de ces quatre 


ıntegrales aura peut-etre quelque ıinteret, 


I. 


Pour trouver les valeurs des deux integrales enoncees (1.), nous con- 


sıdererons la somme 
» sin (d— —a) 


» sine (d+a) 
5 55 14 2 
3. oA 0—a a F d+a 


Oo, 


qui peut aussi @tre presentee sous la forme 
4 n = HsinzH , 
cos Aa 077, 

z 0?—a? 


comme on le Irouvera aisement, en decomposant sın »(d—a) et sın (d-+a). 


‚2 C0SxH 


— 2a sın ax / BG 90, 
0 — 


Mettant pour abreger: 
„® cos2H 00 


>. = 


’ 


0 Pa 


on aura, en fesant varıer la constante ®: 
6 Oy f” sinzHdH 
u. ui OX ee” 0 074° u 
ei en vertu de lidentit@ des expressions (3) et (4): 
Oy 
. — 2%cosar.z, — 2a sın axr.y 


) ., 


& sin x (d—a). Y VA er sinz(9-+a) ,, 
og =/ 0a 


0 V+a 
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15. 
Les ınteerales A droite peuvent etre transformees comme suiıt, A laıde 


N sin 2m »= SINLCW 
+ JS 077 + / 


-— 0, 


des substituions / — a=1,09 +a=® 
sinx 


= SsINto . ı@ 
_—_ — — on 


© Sin 
07 + F 
—Öö 17 
ce qui est permis Pr une ınteerale definie 


Z. 1; 
» SIN Co 


et en remplacant 7 par ® 
N. 
On + a — — 


on aura 
esiNnTwm . vo Si] 
er“ 2/. po end 
la valeur de ORER A droite est 2 


en 
0 0) 


I ® ‚ . 
nest nı zero nı neeatıl 








Sı & 
sm; 


on aura donc en vertu de lequation (7) 
OY 
— cos au. 5, — @sin ax.y= 
-.z, (z etant une 


donc le probli me en question se reduit ä linteeration assez facıle d’un« 
En effet, sı nous supposons y = cos aa 


2 u 


R Oz 
— cosax. Lı, 
dx - 


equation differentielle. 
nouvelle fonction de x), lequation differentielle se changera en 


ST 
-— bh — 5, fang, au + E 


dou l’on tire 
OX 
sm m sr iz 
fat 
par consequent 
1. ‚ 
y=—5,5sinas + Ücos aa 
cest-A-dire, en vertu de la valeur de y 
‚= coszH90 __ “=, C 
— 5 x ’ cos aa 
\, Da 9, 0 ax + L cc 
Pour trouver la constante C de lintegrale, nous faısons = 0, ce 
qui donne 
x 00 C 
Ei "a 
Maıs comme 
ral7, 
Isa: = (=) ie Const., 
on obtient 
w 9 che 
a nn 
a >x>V) 


donc nous aurons 
= 1C0sxH i 
t, Im sın ax 


5, J 2 oV= 


varıant x: 


et en 
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» Ösinz9 
9. 5, _g ao = —35T cos az; 2 >z>dO: 
Jo — 


comme ıl est deja connu. 


11. 


Maintenant nous allons developper les valeurs des integrales (2). 
Nous elions parlı de la sorrrne de deux integrales (3): ici nous commencerons 


par la difference 





'. sint(#—a) „> sinz(9 +0) 
10. J Pr DR re / 0, 
0 —d Jo V)+a 
qui aussi peut Ölre presentde sous la forme: 
1 FR ’ » VcosxdU90 N ® sin: x 00 
ö — 2sın ax — ae ur | 
& 2a? + d cos aa J, 5 


En supposant pour abreger u 
© sınVJ O4 


‘) te ‚ a A 
12. 5 =/, 0”—a? 


= f 0 cos 000 


u? —.(° 


nous aurons 


’ 


et en vertu des expressions dentioues (10) et (11): 
oy » sinz(d—x) „® nn 
9. 4 “) a Er ei / a / /. san ice. 
— 2sın ax. Zu cosax.y= I — Q. 
- d: rt A Be | A 77 
Quant aux integrales a droite, on peut les transformer en mettant 9—a=', 
dV-+u=0o; elles deviennent alors 
‚> sınar, = SINKW ur sin c) sn , 
13. = / _ F —do = J. -0o=2 —— do, 


—d 7 /oO [47] | 


et ä Vaide de oa = ad: 
!sınaxzd, 
= 2 / on. 
0 U 


Cette ıintegrale ne peut pas @tre exprimde par les fonctions ordinaires 


elle presente une nouvelle transcendante, que nous designerons par Si, de 
sorte que lon a 


I sinwN _ 
14. [ — I m Silw) 


0 U 
1 () l W” 1 ? WW‘ 


ii 3 at Dr Ei Zt PET Fr 


- 


ne) 


Lintegrale dont ıl est question sera done exprimde par SY(a®), et en vertu 


de lequation (13) on a 


O7 


— sın aw. 5, + @ cos aw.y= Sı(lax). 
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Pour integrer cette @quation differentielle, nous faisons y = sın aw.: 
ce qui donne 
El Oz 2 
— sn ax.„, = Sı(lar), 


et par consequent, 


Silax) er 
ne 2 ax da tl. 


En employant la formule connue 


JXYd& = AfYox — fOASYox, 
ı 


—>—, et observant quen vertu de la definition 
sin? ax 


supposant A = Si(ax), Y = 
de Sı(ax) on a 
sin ax 





ÖL, 


9sı(aa) = 


on trouvera sans peine 


Im sinar | » ÖE 
_ — Si(ax) [; —— 00 f s— tl 
sintae "/) ® sin®a.r 


1 cosar 
= - ,Sı(ax) cot ax — | — 9a + 


a 
el 


1 L cosar 
y- 2 } cos AX Sı(az) — sınax |) Ir, + 6 sın ax; 


‚ . c . Y . 
et en cerivant — au lieu de C, et restituant la valeur de y 


‚» sın2d O0 1 .CoSar 


5 ner de de Bald an 
15. \; D_ a „cos aw Sı(lax) — sin aw|C IE+/ 9x |k. 


La differentiation relativement A x, donne encore la formule suivante: 


‚= 0 c0s20 90 cosar 
16. / 
( 


ee 'sın aw Sı(ax) + cos ax|C + / . 9x] 


Pour resoudre completement notre probl&me, il est encore necessaire 
de caleuler la valeur de la constante €, introduite par lintegration de lequa- 
tion differentielle. Ce n'est pas aussi facile que dans le paragraphe precedent, 
parcequon ne parvient pas au büt en fesant «= 0 dans les dquations trou- 
vees. 1 faut done chercher un autre moyen. 

Sans doute de deux choses une arrıvera: ou la constante Ü dependra 
de la quantite: @ ou elle sera un nombre absolu. Cherchons donc d’abord 


comment la constante en question depend de «. 


I equation (15) peut aussi @tre presentde sous la forme 
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.. "= sin 2009 m 
17. f Tg 7 cos ax Si(ax) 
. (ar)? (ar)* 
— sın ax| € +/xc —] +! BE 


11,.2.3.4 
et en posant, pour abröger, 
=fla), —272 Filaaa =), 


sous Ja forme 


‚= asınzd od i ’ 
18. J: ng = cos ax Si(ax) — sin ax| f(a) + lx + b(aw)]. 
Gela donne pour 2 =]1: 


» asindod er . 
jj 7 cos a Si(a) — sın al f(a) + b(a)]. 


0 
Mettant maintenant x9 et ax ä la place de 9 et a, on aura 
e asın2d 90 
e. u Va . 2 a 2 e, N 
J/ pcs aw Su ax) — sın ax| (ax) + rb(aw))], 


et comme cela doit coincider avec l’equation (19), ıl faut que lon ait 


ax) = f(a) + Ix, 
b 


ou, en metianti z = —, 
a 


fl) — fa) = 1b — la, 
De lä on tire immediatement 
f(a) = (= /la+(Ü, 
otı C’ designe une nouvelle constante, qui ne peut tre qu un nombre absolu 


Donc en vertu de No. (17.) nous avons l'equation suivante: 


2 or asınzdo0 - Pr. ar BR L. (ar)® 1 _ (ar) N 
I. / a Tesaaıy ı 3123+ 5123415 0. 
a a FE BE 
— sın ax) CU" + L(ax) — 313 +4 12341 0 2b 


Cherchons maintenant la constante numerique C’. Apr‘s avoir reduit 
ä lunite la quantite a, multiplions toute 'equation par e=?dx; alors lintegra- 
tıon par rapporl 4 x donne: 


I) # ie sın 2709 
» — Tr Be EEORERER 
ZU. { OA = 

/, v Gi 


De 


„it, Ds u ii 
DIET WERE SE ee Eee 

a Fl, Ba u u 2 m kei 
ET TEE ET 


‚X ? oc 
— C“/ ee? sın 2 — / /x e”? sın 2 IX 
0 / 0 
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Toutes les integrations indiquees icı, seffectueront aisement en ayant recours 


aux formules 


„ BEER 2. n BP 
/ e "“ SIE P: Bar ze "7 92? 
0 a ’+/ 


FM) 


a 4 
I (u) sin(warclang - ) 


a. : 1 R mn j (L 
/ ar ge an Deilae ae - m = een 
Jo i (a?+32)3 
| P 
5 IKu)cos(u kinlihe 2 
4 aule-er cos Px9x un N 
0 ar Aryat 
Quant a Iintegrale double (20), elle peut ätre transformde en 
Eu pr on m 722000 


_— 2 —— Ti ä )  — ——— — — , 
\; 0-1 Jo [ sın VROA = f 1'051 u) 7] 


l'on renverse lordre des integrations. Mettant encore #” = w, elle devient 


2 1f” a - u 


v0 


comme on le trouve A lJaıde de la formule 


I nu: 2) 
JS vn Lie + Const. 


Suivant les remarques que nous venons de faire, lequation (20) se 





change en celle cı: 


’ _ „sun, cosiun , . cos6.;m 
a ie (V 2)? 3 (y - vi (V2)° 
BR sin 3.4 , sind. ‚ SinT.irt 


ger Zu N 6 \ Wu; u... 
(V 2)? 4 wa ° (y2)’ 
1yM » TR u 
—n 56 —/; la ” sın Mb OK. 
La derniere integrale peut tre trouvde par le procede suivant. En prenant 


la derivee de l'equation 


E j I (u) sin u. 
J ze sn 29 = — _t 


0 v2" 
par rapport a 4, on trouve sans difficulte: 
‚= (u) Fa) 
Kl ıo—IT n 4 Be — 1% ® . 
E a Ixe=? sın 29 = v2)" Jim cos u.a — 3/2 sin u.;r + —- 7) sin u.im, 
u: I'Cu) 2 ITCu) r oll Xu) 
ot lon peut remplacer Tu) du: T(u) par du Dailleurs on a, sui- 


vant une formule connue (Voyez Legendre, Trait des fonctions elliptiques, 


tome II, page 462, No. (33)): 
ar er 
u HN +/[ Ta '%, C= 0577215 6... 


ou 





et par consequent 
Crelle’s Journal f,. d. M. Bd. XXXII. Heft 4. 42 
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ch t/xe—e sın 9x 


Fr 
m — 3? sin «u. ir +[-C+/ 75 


ı Jr’! 


IX 
«4 — 28x] sin u.ir!, 


qui donne pour u=|]1, 


U /xe*? sın 29x = (irn — 12 — C). 
On a donc en vertu de lequation (21): 
2. a Re 1 me 
si; 1 (v2)? 3 2) > (V2)° 
ı sind.tz ı sind.irz ı sinT.ır 
tm ı a tea ne 


ces 


pour = 


procede sulvant. 


4- (EC - 312 — 4). 
En effet 


La sommation des deux series de cette equation est facıle. 


series ne sont que 


1 7 
ır“ cos 


cos dw + zr° cos 6w + .... 


r' sn Vo #.... 


2o + 3r" 
sr’ sın 38 + ir’ sın I® £ 4% 
| —| 1 A , 

a edw=in, et dans ce cas elles peuvent @tre sommedes par le 


Be 


Pour l ona 


—?r cOSW-+H-r 
2r sinw 
'arctang 


- 2 
Ä I—r 


+2r coSso+r? 5 
1, r’ cos 50 + 


1 
»)= ir COS 0 —+ ır® cos 30 + ; 


1 .“ Me . f- R 5 . Fan 
= ir sın® + 3r sın 30 # 5r? sin do # .... 


En multipliant la premiere de ces expressions pas r cos ® et la seconde par 


r sin o, et en soustrayant Je second produit du premier, on obtient 


|. ] 1+2rcosw-+r? EBN, 
>r!5Ccos W _— ? nungen aut 
7 ,3C0S ie .) sINn w Arc tang 1 
— !r? cos 2% + ir! cos 4 + 57° cos 6% + 
De li on tıre pour r = sy—1l et = kr: 
VD re tan Val 
— ı/—-112: 15 v1) arc lang 3 


En y 


1 NE ı cosd.;7 ı cos6.\r 
- 1 (y2) 3 (V2)' 5 (V2)' 


applıquant les formules 


v1 / 
Virsen _ —1 arc tang — et 
Fre 55 To = Y—l arc tang z 
0 JR ul ft), 
arc tang 2 u + 


il snit que expression 
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23. tarctang2 — 5/5 


donne la somme de la serie en question, cest ä dire de la premiere en (22). 





plus on a 
— 11(1— 27° cos2u+r') = 3r” cos 20 + ir’ cos du + sr" cos 608 + 
no: 
r* sin 2o 
yarc tang u ir? sin 2» + Ir? sin do + sr" sin 6w + .. 


En reunissant les deux equations, apres avoir multiplie la premiere par 


par r sin » et la seconde par r cos o, on obtient 
r? sin 2 
7 y— „sin @/(1—2r”cos2u-+r°) + cosw arctang Ta, 


— 1200520) 
> sin 30 + 17° 5o + !r! 70 + 
= y sın «® ar sin sr sin ww .. 


vl 1 
et pur r= v2 et = ;,t: 





24. 1/6) + zarc tangz 
1 sind.in _ , Sindan , ı situ 
"WW 7 “A... 
ce qui est Ja somme de la seconde serie dans (22). 
En vertu de ce que nous venons de trouver dans (23) et (24), lequa- 
tion (22) se change en 
3C’ = tarctang2 — 315 +3/(7) + zarctang 3; + 3(C+3/2— m). 


En ayant egard a la formule arctang y + arc tang u sr, on tire de lä 


GC = C = 0,577 215 6. 


En introduisant maintenant une nouvelle en transcendante ana- 


logue & 





6) | () 1 102) 
3. SW-1T-31a3trs12315 
savoir 
26.  Ci(o) = 0577 215 6 .... + 112) 
1 0? 1 w* 1 w° 
sıatrsı2a34 12.6. 


'equation (19) pourra @tre presentde sous la forme elegante: 


.. » asinzd i ’ ; 
27. 2200 = Ci(ax) sın ax — Sı(ax) cos ax, nD>i>N, 
0 
et en prenant la derivee par rapport A X, nous aurons 
2 un ee) 
28. IA ag ® 9 = Ci(ax) cos ac + Si(ax) sın ax, nD>r>V. 
0 


Quant aux deux fonctions C/(») et Si(w), il y a a remarquer quil 


existe une relation tres simple entre nos transcendantes et une nouvelle fonc- 
42 * 
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tion qui ne differe que trös peu du logarıthme integral de Mr. Soldner. En 
effet on saıt que la formule 


li(e”) = 0,577 215 6.... + 1/0?) 


P\ 1! & “ l W? & 1 w? “ 1 o* 
_; 7 7 5a 7 Fin PT Ic 9 
a heu par toutes les valeurs de ® entre les limites v= + &, ®=—&. En intro- 


duisant maintenant une nouvelle fonction F/(w), savoir 


Eı (w) — 0,577 215 6 .... + 1l(w') 


3 4 u A 20 
1 ? 12 "3123 "ıT1ı1a23atr 


cette nouvelle transcendante ne differera de Zi(e®) queen raison des valeurs 
imaginaires de ®; car si par exemple ® est remplace par ey—l, i/(w‘) reste 
encore rec], ce qui na pas lien relativement & 3/@%. En adoptant la substı- 
tution de oY—1 au lieu de ®, nous aurons ä l’egard de definitions des Cr(o) 


et S(o): 
KEi(oy—1) = CGi(o) + Y—1S1(0), 
cest & dire une relation tout analogue & celle, qui & lieu entre lexponentielle 
d’exposant imaginaire et le cosinus et sinus. 
Pour faciliter usage des formules (27) et (28), nous ajoutons icı une 
petite table des valeurs de Ei(®), Ci(o) et Si(®) calculde par Mr. Bret 


schneider, professeur de Gotha, pouro=]1, m 





o Ei(o) Gil) | Silo) 

1|+ 1,59511 78164 | + 0,33740 39229 | ++ 0,94608 30704 
2|+  4,95423 43560 + 0,42298 05288 | + 1,60541 29768 
3'+ 9,3383 25706. ‚+ 0,11962 97960 | + 1,84865 25280 
4'+ 19.630857 44701 | — 0,14098 16979 | + 1,75820 31389 
5 +  40,15527 53558 | — 0,19002 97497 | + 1,54993 12449 
6 +  85,95976 21424 | — 0,06805 72439 | + 1,42468 75513 
7 + 191,50474 33355 | + 0,07669 52785 | ++ 1,45459 66142 
S + 440.,37989 95348 | + 0,12243 35825 | + 1,57418 68217 





9 + 1037,57829 0717 | + 0,05534 75313 | + 1,66504 00758 
10 -+ 2492,22897 62419 | — 0,04545 64330 | + 1,65834 75942 

















or 


u 2 . Yo ’ in . x 017] 3 
16. Schlömilch, sur Vintegrale definie J, areR: e—L0 
16 
s 


yo 4 . 4 f u B als, 
Sur Tintegrale definie / I rer 


(Par Mr. le Dr. O. Schlömilch, professeur a luniversit@ de Jena.) 


L’integrale enoncde ci-dessus est une de celles dont les valeurs peu- 
vent eire calculdes A laide des fonctions transcendantes G/(®) et S7(») don! 
nous avons parle dans la theorie des integrales definies et dont les definitions 
sont donndes par les &quations 


1. Cie) = 0577 215 6.... + 1/(@) 


1 or ı R . ER 1 w° 

 ıa rt ı 2317 23156 + 
, b I © 1 w° 1 u” 2 
2. sı(w) = 7 rT.,; 8 vu2% 5 1.2.3.4.5 


Pour effectuer la reduction mentionnde, on peut operer comme suit, 
Soit d’abord 


‚© O0 
3. 2 = / AL jem2d. 
differentiant cette expression deux fois par rapport & x, on obtient 


12 & 
a ei ie 


* 
« 


’ 
et par consequent 
5 I 

4. atrı=/, ee 

Pour integrer cette a differentielle, nous faisons 
5. y=zcoscHt2 sin z, 
en designant par 2, et z, deux fonctions indetermindes de ©; alors on a 
oy O2, Özg 
= — z,sn@2 +2c0sc+ Jz C05 8 ur Ir sın &. 

En y supposant 


n 


Oz, Oz, 


6. 5, c0sc+ 5, sin c—=U, 
on obtient 
O°y 2, 02, 
u u; - a 
da: = - (2! c0sC%+2,5inx) — 5, sin a + 5. 608 9, 
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0 +4 

et par consequent 

Ory 02%, . 02, 

3, tr y--, x + 5, 05% 
ou en vertu de l’equation (4): 

- 02, . 02, 

zZ, m r— —. sr=— —- 


O2, Oz, 


Les quantites 5, el 5, etant elimindes des equations (6) et (7), on obtient 


02, sinz 02, _ c0Sz 


— — —, 


Or" € Ör z£ 


et par consequent 
sinz coSr 
, mA —/- DO, „BD +/ OT, 
zT nn 


on A et B designent les deux constantes de Fintegration. 





Maintenant on a en vertu des equations (5) et (3) 











LH OU in: cos Pr 
B ..) or ed: af — 0x2) cos ® + (B +/ dx) sın x 
l x DE ; 1 a” 
=(A-T1T+s1a3 siegt en: 
1 a? 1 z* 
+(B+3l@a)— 3 ja + 77334...) sin x. 


2 
Pour trouver les deux constantes A et BD, nous faisons dabord r=U, ce 


qui donne 





= 00 
rd. 
0 + 
Ayant trouve A, nous multiplierons toute Iequation par e=*dx, et nous inte. 
grerons par rapport a x entre les limites =V0 et c=%, ce qui donne 
» O0 
SI e*0%x +/ 6 a, je"0. 
0 
“A ] Tr 1 ı® 1 x? N 
— St — — — — u Do —— \ | 
J, 2: 3123 5 Fuge er | 
no _ 1 2? 1 x* . 
> 1 SE REEL A Il —— __ OÖ 
nd; (B + 351) 5 ia + i 1231 ....) SIN XOx. 


Puis, ayant recours aux formules 


u 1.2....ncos [(n+1) arctang - 1 
/ rear cos HL = - 





’ 


(a? +2) +1) 


1.2....nsin [(n+-1)arctang = 








u 
/ xre—ar cos bXxIX = 


I\ (a? DI ) y 
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J’0 


FR 2 /(x°) e=? sin 9x ef, Ice sin 9x 
— !(C+311—!m), C= 0,577 2156 ...., (Voyez le memoire precedent) 
on obtient 
g, |. er-0x “ar e—ıd 
a ‚ cos2.ı7  , cosd.in 


mit Zıyp tıgay 5 wa Br 


sinsa.Iı sind .ir sin? .Iz 
IBL!C+13 — ir — 1 — LE „1_ BER in ne 
+ ıb C 4 12 st 2 (V2)°? 4 w PR 6 (y2)” 


En renversant l'ordre des integrations ä gauche, on trouve que lintegrale dou- 


- 
« 
& 
un 

| > p) 
II 


ble est egale a la suıvante: 


J r. je e—(+1)2 9% =[ (@ 


0 


00 
+1 (94) 7 


Les deux series ä droite dans (9), qui contiennent les cosinus et sinus, peuyent 


== &w, 


etre sommedes, et on obtient 
Ir = im — (Jarc tang 2 — 3/5) +3B + 3C + 112 — Im 
| — (z1(Z) + Zarc tang 2). 
De la suit 
B= C = 0577 2156. 
En substituant maintenant les valeurs de in et B dans leexpression cı- 
dessus et ayant egard aux definitions de C/(®) et Si(w), Yequation () prend 


la forme 
E> 00 
J Ber 0 = [ar — Si(x)] cos © + Ci(x) sin 


—= (i(x) sin & — Si(x) cos C + 37 cos 3. 
De lä, en differentiant suivant x, on tire 


oo lv, 
J. a Tau 0 = CGi(x) cost + $ı (x) sin & — 3 sin x. 


En remplacant enfin 0 et x par z et ax, les Equations trouvees prennent 


la forme 


2 a00 . i 
10. J. 32 e-20 — Üi(ax) sin ax — Sı(ax) cos ax + am cos ax, 





080 ’ a ) 
11. 23 ;e29 —= Ci(ax) cos ax + Sı(ax) sin ax — ir sin ax. 


ou ıl ne faut pas oublier que les quantites @ et x doivent ätre essentielle- 
ment positives. 


Suivant les differents resultats deja connus, et suivant les developpements 


ur, | 
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que nous avons donndes anterieurement, on pourra calculer une table complete 
des valeurs des ıintegrales que lon obtient en fesant p(0) = e-zd, cos x0, 
sın x dans les formules generales 


rar (00 » dy(0)99 ‘= ay(H)OH » Ap(8)90 
/ Sr Sr Sn 


‚ af? a’—6? o a’,0° a? +4? 
En eftet, sı pour abreger on fait 


12.  Ei(o) = 0577 215 6..... + !/(e*) 





2 3 4 
l 0) 1 © 1 () 1 10) 
4 tat a + aa + 
1 12 "31237 Tıa31* 
on obtient les douze formules suivantes: 
a add . u. 
1. / ap: e—a0 — 3\e—-a2 FEi(ax) — e“=Eı (—ax)\, 
I UoO 14 v. z vo 
11. / ag. e20 = 3je“ Ei(ax) + e®= Ei(—ar)|, 
« 0 { .—_— u 
= A0ON v7 . Ye 
m. / BL@: ed — Ci(ax) sin ax — Si(ax) cos ax + I cos aa, 
Si Pi 
_ » JOH &: j } . i 
IV. / ra Lana — (i(ax) cos ax + Si(ax) sın ax — I sin a, 
Li () 
i T acos rt) 1 R 
W, / ge ‚90 = zu sın az, 
" & )coszU > yo . 
VL / m_p:09 = Ci(ax) cos av + Si (ax) sın az, 
0 pe 
fr cos rd ‚ "m 
V = EEE; A 
vn. Jo a0" ‘ . 


© asincH 


= JcosrU P nn 
VII. ——, 9 = — !e-a Eı(ax) + e® Er(— ax)!, 
+ at ) 


IX. 375.00 = Ci(aw) sın ax — Si(ax) cos ax, 
DE u 
| '= Üsinzd 
zu. 1} u, 00V) = —5TCOSs AT, 
a v —0 ” 


2 asın. cd gr Es 
xl. [ . 73.00 —= 3jer= Ei(aa) — e® Ei(— ax)), 
o a +UV r 


| '» sin. ed) i | 
X. / ——. DU a re, 
0 a’ 0" . 


toutes ces formules ıl faut que D>a>d) et L>r>d. 


Dans 
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Il. 


Nachtrag zu AbschnittT. una II. der Untersuchungen 
über die analytischen Facultäten. 


Von dem Herrn Prof. Oettinger zu Freyburg im Br. 
g yurg 


Di. Beweismethode, welche in der vorliegenden Abhandlung über die 
Fa-ultäten angewendet wurde, um allgemeine Gesetze aufzustellen, besteht 
darin, dass zuerst die Gültigkeit derselben an Facultäten mit ganzen, positiven 
und negativen Exponenten gezeigt und hierauf der Schluss auf Facultäten mit 
gebrochenen positiven und negativen Exponenten gemacht wurde, 

Diese Schlussweise rechtfertigt sich dadurch, dass positive und negative 
Brüche oder Quotienten Zwischenglieder in der Reihe der positiven und ne- 
gativen ganzen Zahlen sind, und dass so die Gesetze, welche von den Haupt- 
gliedern einer Reihe gelten, auch von den Zwischengliedern gelten müssen. 

Obgleich diese Schlussweise, wie ıch glaube, vollkommen zulässlich ist, 
so könnte sie doch beanstandet werden. Dem soll im Folgenden begegnet 
werden; was um so angemessner sein dürfte, da durch jene Schlussweise neue 
Sätze gefunden wurden, die so lange ungewiss sein werden, bis die Methode 
entweder als genügend bewiesen, oder bis die Sätze auf anderm, nicht bestrit- 
tenem Wege als richtig begründet worden sind. Da ferner die ersten Ele- 
mente der Facultäten-Theorie in Frage gestellt werden können, deren unzwei- 
felhafte Feststellung, als erste Bedingung, vor Allem zu wünschen ist, und end- 
lich die Richtigkeit mancher aufgestellten Sätze, wie namentlich die der Glei- 
chungen (52. $. 11. S. 45.), nebst den daraus gezogenen Resultaten, in Abrede 
gestellt werden könnten: so liegt mir ob, alle diese Bedenken zu heben, und 
neben der in der vorliegenden Abhandlung zur Begründung der Facultäten- 
Theorie benutzten Schlussweise, noch einen andern Weg anzugeben, auf wel- 
chem die erlangten Sätze ebenfalls gefunden werden können; also insbesondere 
diese Sätze neu zu begründen. Hierdurch wird dann, ausser der andern Be- 
weismethode, auch noch Das gewonnen, dass die von mir benutzte Schlussweise 


nicht ferner als unzulässlich und ungenügend erklärt werden kann: ein nicht 


zu übersehender Vortheil, da sie sehr einfach und bequem ist. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXIII, Heft 4. 43 
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Um die Aufgabe zu lösen, müssen die S Sätze, um deren andere allge- 


meine Begründung es sich handelt, und die sich in (S. 4. ı 


1. $. 11.) aufgestellt 


und für ein positives und negatives r2 nachgewiesen finden, mit geschichtlichen 


Notizen zusammengestellt werden. 


ID 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Sıe sınd folgende: 











nl 1 0 — E 1 e 
(l — (a—nd "4 -. (a—d)" 1) 
> 1 1 
a n\-d —_ MH 
(a-+nd )"\-d (a+d)"!d? 
q 1 1 
a = =, 
(a+nd)| (a—d)=".-d 
nI—d l I 
u" = na =nRar 
(a—nd)"\-: (a+d) 
1 
n|d 1 2 n _® % 
a == d € ) . 
-n A 1 
rl. 
: - 
and —n)") 
at = a!’ 1 
d 1 
", und 7, zu se = d 
n|d d" (ahynk  a'll-n yı: a 
” va a y 


ie ahı-nh Be. 
=(;)(7)" = 


47 —nhypl . 














a\n , „| 
ar'? — (z) or! b n| Aa , 
„rd P 
ara PEN b” - nz Zu + Io. |öd? 
En be Iö 
a” a” (d— gr ” 
Z-ıl 12 tag 
md —— d’ — er — re 
197 1 
3 —n—1/1l zu 
a" = — = ‚nA ware 
“u - +1l-1 
12 14 
— - +n+1/—-1 1-7 FOREN 
aa — (fr u = (—d)" Bi, ? 
ar 1 


ad d” — (— ( D)” 
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zn (— 1)” nnd 


(— a)" — (— 1)” amd 


, 
— (—]J" (andy 


1 
— (Dr (a—ndypia’ 





= (a+(n— NY) (+ N)" = (a+(n— YA)", 
a = (a+H(n— 1) (—- A! = (a—(n— 1A)", 
—= (a+(— n— 1) (+ N)" = (a—nd— d)”", 


17. (ayı 

18. 

19. (— a)? zn ( -1)" ar 
20. A)" = (— 1a” 
Mer 

22. 

23. ae 

24. 


Von diesen 


d. refr. gegeben 


31. 


und noch die Sätze 





—n7 ld 


ed 


_n|—d 


d 
a”? 


n|d 


a” d 


a”? 


ad 


32. 


33. 


a” —= (a+—n—1)— d))”? = (a+nd+d)”" 


Gleichungen hat Kramp folgende zuerst ın seiner Anal. 


1 
— (a-d)r-4° 

1 
— (a+d)yr'+d? 
(a+(n— DA" *, 


\d 


ni— 


n | 
a”.l 'e, 


axnl 
d" ( 1) N 
bd 


N 
n!'— 
a” b la 


I” ’ 


dr 


Sie fallen mit (1., 2., 5., 7., 9. und 11.) zusammen. 


ad 


- 


haxnih 
(7) 


Er hat aber weder 


ıhre Begründung gezeigt, noch nachgewiesen, dass sie von einem gebrochenen 
rı gelten. Ferner hat er von (5.,7.,9. und 11.) weder gesagt, noch gezeigt, 
dass sie von einem negativen ganzen und von einem gebrochenen n gelten. 


Bessel hat ım Königsberger Archiv gleichfalls die vorstehenden Sätze. 





a 


17”! 


mitgetheilt und an bestimmte Bedingungen geknüpft, welche später erwähnt 


werden sollen. Kramp hat (Annal. d. Gergonne T. III. Pag. 3. u. 4.) die Glei- 
43 * 
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chung (33.), jedoch nur für ein ganzes n entwickelt. Gauss hat, wie schon 
($. 1.) erwähnt, auch die Gleichung (32.) gegeben. 

Wir kehren nun zu der Aufgabe zurück. Da in der vorliegenden Ab- 
handlung nachgewiesen ist, dass die aufgeführten Gleichungen für positive und 
negative ganze n gelten, so bleibt zu zeigen, dass sie auch für jedes ge- 
brochene n gelten. 

Geht man von der allgemeinen Definition aus, dass eine Facultät mit 
mehreren Exponenten und einerlei Zunahme, aus so vielen Factoren besteht, 
als Exponenten vorkommen, von denen der erste Factor aus der gegebenen 
Grundgrösse (a), als Basis, nebst einem Exponenten und der Zunahme besteht, 


jeder folgende aber eine Basis hat, aus der Grundgrösse und dem Producte 


oO 


der Zunahme in die Summe aller vorhergehenden Exponenten bestehend, und 
als Exponenten den aus der Reihe der vorkommenden, ihm zugehörigen be- 
stimmten Exponenten, nebst der Zunahme: erwägt man ferner, dass die Expo- 
nenten unter sich, unbeschadet des Werthes der Facultät, beliebig versetzt 
werden können, so erhält man, wie bekannt, folgende maassgebenden elemen- 


taren Ausdrücke: 


34. artmid _— and (a+ ndymd — am d(at-md)"4 
35. arm —d — and(aq an nd)ymi—d — and a— md) 4 
36. amd — a" dat nd" d(a+(n-+m)d)P*, 


— a d(a+-ndjPI(a+(n+p)dyrd, 

— and a+ md)" (a+(m-Hn)d)pd, 
u.s. w. und hat nun so für die Facultät a+m+Ppd sechs verschiedene, unter 
sich gleichgeltende Formen. 

Die vorstehenden Gleichungen finden sich in jeder, den Gegenstand be- 
handelnden Schrift entwickelt und begründet. Wir legen sie daher auch un- 
sern weitern Schlussfolgerungen zu Grunde und werden auf sie stets, als auf 
unbestrittene Gesetze, zurückkommen. Die Exponenten zeigen sich als unter 
einander unabhängig. Jeder zeigt sich als eine für sich abgeschlossene Grösse. 
Man kann daher mit ihnen in allen weitern analytischen Entwicklungen alle 
diejenigen Veränderungen machen, welche die Natur der Facultäten und das 
oben ausgesprochene Gesetz nicht stören, und die verschiedenen Exponenten 
für sich bestehende Grössen sein lassen. 

Setzt man nun in (34.) —n statt n und dann + n statt m, so er- 


giebt sich: 
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und hieraus 
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aed—=1— atd(a— nd)ra, 


37 "ua ei 
. (a—nd)"\? 


Setzt man in (34.) —n statt m, so erhält man: 


also 


ad — amd (a +nd)—r4, 


F 
nd — —— 
38. a : — (a+.nd ) "1? 
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Hiedurch sind die ersten Formen in den Gleichungen (1. und 3.), wel 


che schon auf anderm Wege gefunden wurden, nachgewiesen. Setzt man nun 


die nämlichen Werthe nach einander in die Gleichung (35.), so giebt sie 


1= a-rd(a+.nd)Wd = ard(a—nd)—ri4, 


Hieraus folgt 





1 
39. ani—d = (and Jr!’ 
1 
er ae nenn 
40. a” Tr (a—nd)"!-4 D 


Dies sind die in (2. und 4.) auf anderm Wege gefundenen ersten Formen. 


n n n 
Setzt man ın (34.) — — statt n und — statt m, ferner — 
m m m 


statt zn, was dem Gesagten nach zulässlich ist, so erhält man 


und hieraus 

















BR... n 0 == N ange - y 
1 gg m "(a — — dm!“ = am (a + m d) zn 
41 BE). " 1 
n a m —z n 
(a — am! 
n| 1 
42. a = nd" 





n FE 
(a+—d) m 
m 


Durch Einführung der nämlichen Werthe in (35.) ergiebt sich 


n 4 


n nn n 
l=a » Zu (a > — dj" r = et Zn; u * D 


und hieraus 











/7 
statt zn und z 
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Durch die Ausdrücke (37. bis 44.) ist erwiesen, dass die ersten Formen 
der in (1. bis 4.) gefundenen Facultäten- Ausdrücke allgemein für jedes belie- 
bige positive, negative, gebrochene und ganze n gelten. 

Die FIR (erste Form in (1. bis 4. und 37. bis 44.)) finden sich 
weder bei AKrarnp, noch bei Bessel; sie nehmen nur auf die zweiten Formen 

(1. bis 4.) Rücksicht, ohne jedoch zu beweisen, dass sie für jedes » gelten. 
Die zweiten Formen von (1. bis 4.), welche von Kramp und Bessel hervorge- 
hoben wurden, ergeben sich auf diesem Wege nicht. Sie gelten also vorerst 
nicht allgemein, sondern nur für positive und negatwe ganze n. Es lässt 
sich jedoch auch nachweisen, dass sie allgemein gelten; was später gesche- 
hen wird. 

Die Ausdrücke (1. bis 4.) (erste Form 37. bis 44.) sind als die Grund- 
formen für die Facultäten zu betrachten. Ich habe sıe daher als die ursprüng- 
lichen \$. 4. No. 6. und 7.) hervorgehoben. 

Da jetzt die formelle Bedeutung der Facultät a"'* für jedes beliebige 

festgestellt ist, so lässt sich die Gültigkeit der Ausdrücke (5. bis 24.) für je- 
des beliebige z» auf folgende Art ın aller Strenge nachweisen. 

Da für jedes beliebige endliche z» und ein ganzes positives r, nach (34.) 

ad at — ar d(atndy! = ard(a+rd)rd 
ist, so folet hieraus: 
WjardiN 


43. nd — — 


Aus diesem Ausdruck folgt unter den nämlichen Bedingungen : 


(2)" ä G ) Gen 
d 


er rl 
(5 +n) 


Wird (45.) durch diese Gleichung dividirt, so entsteht, durch Anwendung 
von (No. 9.) 





| „Id / nd ( rl 


T y" (a+nd)" “(@ ya (Eu (arndyrHara an" 








Durch Weglassen der gleichen Factoren und durch Versetzen ergiebt sich 


u n|d 
46, and (2 a (a-+-rd) 


hieraus 





rail 
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Da diese Gleichung für jedes beliebige z und ein ganzes positives ı 


zit, so kann man +n, —n, + m’ m Statt n setzen. Diese Fälle sind, 


da die vorstehende Formel im Wesentlichen nachher wieder benutzt werden 
wird, einzeln zu untersuchen. 


Für ein ganzes positives n wird nach (5.) 


(array _ drlarrd” _ pm 
 (a+rd)"d ER 








‚a 
ku r n|1 
(Z+n 
Es ist also für diesen Fall, aus (46.), für ein positives ganzes n: 
47. and = d" (=) ; 
d ü 
wie schon (1. $. 11.) nachgewiesen ist. Für ein negatives ganzes n ıst aus (46.): 


(array I - __. (a+rd—nd)"* __ F 


. u FR n|d FIRE In u un nd > 
Fan (a+rd—nd) d’(a+rd—nd) 
nach (No. 1. und 5.). Daher geht (46.) für diesen Fall über ın: 
-nl 1 
it. 
(Zn) 
Für ein gebrochenes positives n ıst aus (46.): 
(7 7 (a+rd)m“ 
140 —|t z 


( T +r)m 


Nimmt r ins Unendliche zu, so ist nach (29, $. 12.) 


n 


—d 
d m 








n 


En (a+-rd)m 





n 
(a-+rd) m” 


n 
= (dm. 


Lim 





n 


| (7 +r)m 





(G+n" 

Demnach geht (46.) für diesen Fall über in 
ni 4 ud 
49, am jd nn dr (2 )="- 


Für ein gebrochenes negatives n giebt (46.) 


a —n|l „rl 

mn m) 
BE (7) era” 
20 a 
(7 


— 





a m 


n | ’ 


—_— —|l 
+r) m 
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und bei unendlich zunehmendem r ist 
Vu — m 
. (a+rrd) ar ra )r u 
Lım — - med -: 
(Z+nN" Eon (a+rd— — dm 
l 








also hat man für diesen Fall aus (46.): 


_nı 


» [an 7 ı5 





FG 


Hiedurch ist erwiesen, dass die Gleichungen (5. und 6.) allgemein für jedes 
beliebige n gelten. 
Aus (35.) erhält man 


> ee; 

a4 (a— rd)" _ nl G Zt 
and — —— ze und z) = — — 

(a—nd) u 

a)‘ 
und hieraus durch Division: 
| a 
a'd(a—rd)"i-« gg ml 
anı-a ( vr ) _ (a—rd)" 





a ee 


n-1 — nd 
a” .d— .“ ge. , 


y)r'-1 


( ‚der 


Da nun auf die nämliche Weise, wie zu L bis 50.), gezeigt werden kann, 


dass für jedes ganze und gebrochene n: 


+ |-4 n 


— d“" und Lim u w ER = 


di 


in . N en 
— T ——?7r ın 
) (z ) 


er ame -d 








ist, so hat man allgemein für jedes beliebige : 
| a\r-1 
51. and — d(7) 


Setzt man in (51.) — d statt d, so ergeben sich hieraus und aus (47. 
bis 50.) für jedes beliebige n folgende Doppelformen: 
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t 
IV 


ad = (5) =) 


and = dr(Z ER: RR N. EN Tal 


‘ n Id j | n a 1-1 
m! nen m Pr u m. ( <-) ” 
am dr "(2 yr' ( d) a 
ee 


BE. d [ -=ı > m | 
a wm d*(5) = — (— d) "(2 )’ 


Auf gleiche Weise erhält man aus (51.), und dadurch, dass man in (47. bıs 


50.) — d statt d setzt: 


n ] 


n.-1 
33. an =’ (7) —= (— (N) —, 
-n-1 -n! 
an el) a” 
n BE n 
an an ( sy BEER | (R ey 
am tn d ıyr ng — (— |) d) ( y Zu 
Aus der Gleichung (45.) folgt 


a dan 
[73 


Id Y=(1+ ) 





+) 12 


Wird (45.) durch diese Gleichung dividirt, so findet sich 


d 
nd_r | . 
a” d nd “a 
a+rd 1-+ 
arld ( Tr ) ( + = 2 a" Id “(a+rd)""a'(a- } nd y" |d 


R Fra E 


Ir 
(arnayrr la (14? %) —; 





d 
nl 


(a+-ndyda at (l+ ei, 


nach (No. 7.); also 


P. u 


as I 


Was nun auch rn sein mag, so hat man auf die zu (47. 


Weise ım Allgemeinen: 


14 


"Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XXXIII. left 4. 





bis 50.) gezeigte 
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(a+rd)y"* 
a = a". 


Lim - wer 

(l1+— u 

Hiernach ıst allgemein für is beliebige r und positive und negative d: 
| d 

54. and — ar" = 

| 4 

99. and — ar"! 


wovon sich die besonderen Fälle leicht ergeben. 


Aus (34.) ıst 


(#)" — h 
[R 


(7 +nh)"" 


Wird (45.) durch diesen Ausdruck dividirt, so ergiebt sich 








| 135 hr, 
q’ ’ a’ d Ha zrnhr hı a” d(a-+rd)" (7) (a+nd) 
Anh — 7 j ar 
(> ; (@-+ nd )y"\4 ( y i (Z+rh" I ar ndy% (7). rd np 
( j 


__ (a+rd)"? 
ne 
rede 


Werden nun die Schlüsse wie bei (47. bis 50.) wiederholt, so erhält man für 


jedes beliebige n: 


i a+rd)"d d” 
Lım ( 











. J u 
pa 
d 
Demnach ıst allgemein für jedes beliebige n: 
I" zah n|h 
Aß nd (7) 
26. az ml7) 
\us (35.) ergiebt sich 
2) Ih e- rh) 
ce ar-d(a— rd "4 ah n -h B 
7 andy = | und (7 je 
(— — nk)" fh 
d 
Dies giebt durch Division: 
N 
qua a'd(a—rd)"* Gay a' se (2 ;) (na 
- we Zee TEE u | } 
(2)" (a—nd)' ( ) an (a—nd) rl )« a — rhyri-’ 
d d d d 


ER: (a—rd rd 
ah 





a 2 I 





DE 
ni 


17. Oettinger, Untersuchungen über die analytischen Facultäten. 339 


Nun ıst nach (47. bis 50.) für jedes beliebige n: 


i (a— rd )"!-d = (£)". n 
Lım 7 


| ZH 
Also ıst auch allgemein: 


57. and — 


n +) G n|\-h 


Aus (56. und 57.) ergeben sich, wenn man zugleich gegenseitig — «/ 


statt «] setzt, folgende besondere Formen für jedes n: 


) ” ah\n'h u DE 
»8. nd +T; *). (= ) m G (: 
Ä "nd 
and — (‘ -n Bi h 
r | DZ ah "| 
7 " = (#)” % a uf 
Pia RER... 3; ey mi 
={; 
39 and — —(‘ y\ [? ai 
Pe (07, )" ahı-n-h 
Be h (, ) 
Er (5 ah |" IN; ” 
te 
A Zi =)’ (a nn =(>* n(@ ah 
r Rh ) % —g 


wie sie zum Theil (16. bis 21. $. 11.) gefunden wurden. 
Es ıst aus (11. und 34.) 


= 
d m ahı ın =]- h 
2.17 h (= 
—d\= u (ah IE z|-4 
h 


( 

G) EC 
DE 
(7) 

( / 


7)" ah\ -n-h 


I 


f} n h 


/ 
7 ’ 
—d 


h 


n a 
a 


( 
/ 
( 
a -n.k 
l 
l 














hd 
re rbd_r 
ae Wen 
7 la — 
„.nbd.’ ‚| 
es 
Dies giebt durch Division: 
„|? 
„dd? | 
ir 
—y= a ——n ” 
n|— hd rban‘ | b\r Bd r\- 
6 (a+nd)"?b" „jet :(b+ — (a-+-nd)r? (&) — 
(ar rd" 
(b4+ eh “ 


14? 
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Nun ıst durch Anwendung der frühern Schlussweise 


} u (4 
Lım — ; -); 
Pi n| - . 


demnach erhält man für jedes belichige n: 


bd 
60. ad — [5 yeiz, 
| a\-n ‚_„|% Rs 
and = (7) b ur = — dd 
. nbd f 
ab "iz 
r 2 





n 

= "la Bi; „za er bm 
( m = n,fy m = or - hl 
an (b —— )m 


ma 





an. 


Fben so findet sich auf dem nämlichen Wege für jedes beliebige n: 


61. anı-d — (5 JB” = 


Die Richtigkeit der Gleichungen (13. und 14. erste Form) lässt sich einfach 


a nl 
n'd a n (Z 
a d 7 ) 


| aynl 2 
für jedes n. Man muss daher dem Ausdrucke (7) eine solche Facultät 


wie folgt beweisen. Es ıst 


. si, 
vorsetzen, dass die Basis des nachfolgenden Factors (2) ist, und sie dann 


j ’ . : a 7 r 
wieder ausscheiden. Diese Facultät ist 1 und es ıst 


da 


-_- —14-n]1 


ER a nl Dog a BTW 
1. ur = le" A1+7 "= =1% 


Demnach ıst 


für jedes beliebige n, weil die Gleichung (5.), aus welcher die gegenwärtige 
abgeleitet wurde, ebenfalls für jedes beliebige n gilt. 
Auf gleiche Art beweiset man die Richtigkeit der Gleichungen (15. 


, a\n|-1 
und 16. erste Form). Man hat nämlch dem Ausdrucke (5) ın der Gleichung 
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a\r|-1 
and d (2) : 
d 


die nach (51.) von jedem beliebigen n gilt, eine solche Facultät vorzusetzen, 


i ’ A E.; 
dass die Basıs des nachfolgenden Factors beı negativer Zunahme (4) ist, und 


a 


2 . 2 24 N .. . Z— -+ii—1 
sıe dann wieder auszuscheiden. Diese Facultät ist 1 4 


und es ıst 
BR : % Ask, >; 2 -4 ee 
(5) IA K-THDJT SIT AH N 
al, 


für jedes belichige n. Demnach hat man allgemein: 


a 
l 2 +n-+l| —1] 





63. and — (l’ 


pr 


Setzt man in (62. und 63.) gegenseitig — d, so ergeben sich folgende 


allgemeine Uebergangsformen : 








T +n—11 1 tn 
64. a a — = (— (d)' 3 
127 17 un 
1 7 +n+1—1 _ T +n—!!l 
a — 
- —+ll-1 - 1 
I 4 1 4 


welche für jedes n gelten. Demnach ist die Richtigkeit von (13. bis 16.) er- 
wiesen. Wir werden später auf diese Gleichungen zurückkommen. 

Aus der Vergleichung von (65.) mit (24. bis 27. $. 11.) zeigt sich, dass 
die dort angegebenen zweı letzten Ausdrücke unrichtig sind. Sıe müssen so 


heissen, wie hier. 


Aus (45.) folgt 





(- Aa) (-a+rd)"” 
iD 
a)r! — - 
Diese Gleichung durch 
a'=d(a—rd r =) 


n\-d — 
a (a—nd )" 





dividirt, giebt 


(-a)” _ (a) -ar+rd)" (andy _ (ar (-a+ rd (1 (-a+nd)® 





an'—d Er (—-a+nd)" Id.qr!- d(a— rd" 7 (a+nd)" d(— 1) (—a )" \(a—rd )"—* 
_ @a+rd) 
 (a— (a—ra rd * 
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Was auch » sein mag, so Ist 


. (=a+rd)"‘ (a—rd)” ‚ 
Lim G_rdpy = Lim rn. (— 1)". 





Dies giebt durch Einführung dieses Werthes: 
66. (— a)rid = (— 1)" a” 


(— ayd — (— N) and — L 


(—D)" (and)? ’ 





2a 


= 
(— a)" ' —— (-1)# 0 aM 


| n 
(—a) N (—1) "u at 





Bi... N. u ER de 
(— 1) (a+ u. u 


Eben so erhält man 


(-a _ (ar i(—a—rd)” (a+nd)"‘ 
art TC and)" ta t(arrd "7 





(—a— rd "4 


(a-rrd )y"d 





und da 
. (-a—rd) 
Lim (a+rayd 7 3) 


ist, so erhält man für jedes beliebige n: 
67. (— a)" -d — (—1% and 


} 
(— 1)” (a—nd nid ; 





(— a)" -d — (— 1)” a di — 


n 
d 


(—a)” Re (—1)n am, 


| a 2 ı 
(-a) na" = (—1) »a mie 








(— n- m (a — u zn 


Dadurch ist die Richtigkeit der Gleichungen (17. bis 20.) bewiesen. Es bleibi 
noch zu zeigen übrig, dass die Gleichungen (21. bis 24.), so wie die zweiten 
Formen der in (1 bis 4.) aufgestellten Gleichungen, für jedes n gelten. 

Dass sie für ein ganzes positives und negatives n gelten, wurde schon 
nachgewiesen. Es ist also nur noch nachzuweisen, dass sie auch für gebro- 
chene positive und negative n gelten. Dazu benutzen wir die Gleichungen 
(1. und 2. $. 13.). Nach der ersten ist 


BL 7 DR... Id _ am a 





M 
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oder a 


_ [47 
dA m u 


a 
TE — 
n n | 


w.T" EG 
a dad) a mi 
m 


d n - 

(a+(— —)(—d))' 

Mm 

A a al'd 

on WEB. TE TTET ’ 

a Mt dla) m“ 
und hieraus erhält man 


— 
— — — ——— 
| 


u "is 1 
68. an" = 





n 


(+4) =“ 
Aus der nämlichen Gleichung ist 





























na a er. a ad 
Aa m mn nn 2; ni h 
“| n el n Le 
Am jd (a+ —d) e- (Aa+ ei d)i'd Am t 
Mm m 
a un a 
== N. h n b° 
a m d al'’(a-+-d)m 
und dann ıst 
„2, 1 
69. am —_ 
m. 
(a+d)m u 
Aus der Gleichung (2. $. 13.) ist 
[4 -—a _ _ am ___4_ 
” „ " am—nd u” 
— d 
m 
oder 
PB a a a a 
a m! rn 2 z — = == Re = x 
FE ol PEN a ER 
m 
Dieses giebt 
* =. 1 
4 V, a» = oc ng 
(a—d)m x“ 
Eben so ıst 
„ar a a G EURER. 2 
m q Bew ae ee = — “7, P- ar m — n m er f 
nm n - — +1ld sn ur 
a m (a —ayı a zn | a! d(a+d) ii 
also auch 
n 1 
7 1 . ad mr? — u Fa 


n | 


(a+d) m 
Vergleicht man (68. bis 71.) mit den zweiten Formen von (1. bis 4.), so 
erhellet leicht ihre Uebereinstimmung, und es ist demnach die Behauptung 


IP- 


4 
re, 


rechtfertigt, dass diese Gleichungen allgemein für jedes n (ganzes und gebro- 
chenes) gelten. In ihnen liegt folgendes Umwandlungsgesetz : 
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72. Jede Facultät, die ein Factor ist, lässt sich in eine andere 
verwandeln, welche ein Divisor der Einheit ist; und umgekehrt, wenn 
man dem Exponenten und der Zunahme die entgegengesetzten Zei- 
chen giebt, und die so veränderte Zunahme zur Basıs zählt. 

Das ın (37. bis 44.) liegende Gesetz ıst ein anderes und heisst so: 

73. Jede Facultät, die ein Factor ist, lässt sich in eine andere 
verwandeln, die zum Divisor der Einheit wird (und umgekehrt), wenn 
man das Product der Zunahme in den Exponenten der Basis zuzählt 
und dem Exponenten das entgegengesetzte Zeichen giebt. 

Diese beiden Gesetze unterscheiden sich dadurch, dass in dem einen 
Fall Exponent und Zunahme die Zeichen ändern, im andern Falle nur der 
l.aponent. 

Da beide Gesetze ganz allgemein gelten, so lassen sie sich gegenseitig 
auf die aus ihnen hervorgehenden Formen anwenden und führen dann auf 
andere allgemeine Gesetze. Wendet man daher das Gesetz, welches in den 
ersten Formen von (1. bis 4.), oder in (37. bis 44.) liegt, auf die zweiten 
Formen von (1. bis 4.), oder auf (68. bis 71.) an, und umgekehrt, so erhält 


man folgende Ausdrücke: 
































1 1 
p» ıd FEED — = — u n -d 
d 4. a Be (a+ nd)” d (a—d nid (a + (n 1) d) 
l l | 
Mr RE | re ie n)d 
ad u. (a ee nd)” —d (a+ d)” d (a (n l ) d) 
I 1 
1” KEPERGEREEINER RB ..- m hehe -n,-d 
1 1 
‚-N -d BEER m Eu u ge —— ! -n d 
a”  (a— nd)" (a—d)"" (a+(n+1) d) 
) 1 1 n n id 
( 
ELLE 
on ( -_ — -( 
(a4 d) m (ad) m! 
nl] 1 Ir 1 n u 
da '"" == Pr | 7 —n BLIF == (a— „— Du)r! 
(a-—d) m" (ard) m 
BB? l 1 u n -Z1d 
Ede a Pa ee“ (a—(Z+DA 
(a— Be d) m y N - | 
au 1 1 n Pai 
an - = —— 2 2O.(a+(-+))d) =" 
ee a1? m 
a (a+d)m' 


Demnach ist die allgemeine Gültigkeit der Gleichungen (50. und 52. $. 11.), 
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die bezweifelt werden könnte, für jedes r2 gerechtfertigt. 

Der hier gegebene Beweis lässt sich nur noch in so weit in Frage stel- 
len, als man etwa die Richtigkeit der Gleichungen (1. und 2. $. 13.) bezweifelt, 
die dort aus unendlichen Factorenfolgen abgeleitet wurden... Um auch die- 
sen Zweifel zu entfernen, sollen diese Gleichungen noch auf folgende andere 
Art bewiesen werden. 

Für ein ganzes r und ein gebrochenes n ist aus (34.) 


n | 


ja _ a rs mid 
am: - 
(a+ — d)" ’ 
n | n vd 2 n Id 
|, ad (a-+ —_d+rd) (a+rd) m 
—_——( / m 
an = m —— — 
N (a-+rd)'" 
a —d -r\-d 
( ce ) 


Durch Verbindung dieser beiden Gleichungen erhält man für ein ganzes r: 
n 

a" larrd)m! (+ „d+d)arrd) mit 

ae — —— ki 


(a+- nu ara)" d 


a.(a4d)'-! a4 — d+dy-Vdla+ m Ind) (arrdyı (a+rd) nd 








(a+a)- Mar rd)" "ar drdy- 1/4 


+ — d+rd) a, 
” “la 


— ,(a+rd)m' (a +rd) ” 





N, u 


Nun ist für ein unendlich wachsendes r: 


n 
a+—d+rd 
Mm 


Lim zu —] und 





Lim (a+rd) mie (a+rd) ” Er (a-+rd)= (a+rd) = we; 


’ 


demnach ist 
-.- a Fe a am 
iD. an, an = nn 
am + nd 





n 
a —d 
m 


Es ist also jetzt die Richtigkeit der Gleichung (1. $. 13.) erweisen. Setzt man 
in (75.) — d statt d, so erhält man 
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n n | 


1. I -—— id a am 
6. eat u 


n am —nd' 
a——d 
m 


Diese Gleichung lässt sich auch direct wie folgt beweisen. Es ist 


alg a d-ray(a-rdym 5 


ee a'-ı(a—rd)! 
N a (a—rdyt 

— dy- 

(4) 


n 


ala dy-"(a- —d— ayi-d( a- "d-rd)(a-rd)m "(ara)" m 


(a—- — a d-ay-ra- dy1-(a—rd) 


—d 








n 


a— —d—rd Ä 
a m ” 


le ae 2 2 (a— rd)” ZEN Na 
l 


Nun ıst 


N 
U = d— rd 
N 
Lım — - - —=] und 
a—rd 


n n 


n | n 
. z vs |. ] so Ri 
Lim (a— rd)" “(a— rd) "| ._ —= (a— rd)" (a—rd) " =1M, 
also auch, wie oben, 
SAN ee a _ am 


er 


Mm 


am— nd‘ 


Wir fügen noch einige Sätze bei, welche die in (42. $. 13.) gegebenen 
speciellen Formen in allgemeine verwandeln. Nach einer elementaren Ent- 


wicklun:s ist nämlich 


oO 








n N n Id n 'd 
&i am| am| am! nd ] am+-nd— md 
u u —4--—dzs : 
Ju man, ar yr bir + 2 u 
a m| Am amı (a+—d) 
m 
7 n 
Pd WR - —.d 
Pi u a m“ 1 "ro Mm 
‚Ss nn 3 u. 5 u n . am+.nd’ 
A m [#3 m! (a+- — a)" d+ d 
m 
n n | 
wu ir 1 m 
? - .— — EP = — 
mon| a3 n n am — nd’ 
am (d a ml (a— — d)! a— —d 


mM Mm 
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n ı n 





am. am! n am — nd-+md 
H.- Arm — ee a 0=- —_ dm — —— 5; 
Ki. 0 n I-d n m m ’ 
Ad m | am (a— Bu nn 
m 
es ist also auch 
n 
1m 
s1. — u dm—n. 
1,1, 


Wir kommen nun, wie bemerkt, auf die Gleichungen (64. und 65.) zurück. 
Man kann auf die letzten Ausdrücke in (74.) die Gleichungen (62. und 
63.) selbst wieder anwenden und im Reductions- Ausdrucke statt z die verän- 


derte Basis aus (74.) setzen. Behandelt man die erste Gleichung in (74.) nach 


(63.), so erhält man 


— (a+nd- -I) 
d 


| 1 
and = (a+nd— dv! — d" yo 
"ol kenn He 


+n+1j—1 


ı 
52. and = d" ——. 


ww; —n+2]—1 


Diese Gleichung gilt für jedes beliebige n. Behandelt man die zweite Glei- 
chung in (74.) nach (62.), so erhält man 


a—nd+-.d 





Zr 1ll 
| | 
ad—= (a—nd+ N"! VW. or m 
ur ui 
| oder | 
| 7! 
Id r 
| 83. un . 
a7 


Setzt man in (82. und 83.) —d statt d, wie in (62. und 63.), so erhält man 
folgende, für jedes r geltende Gleichungen: 





+21 «ehe 
| ß ‘ 
4 eh el oo 
aa - —n+2|-1 — — _n!l 
1 4 a 
e I a 
— _s ol. 
| d\ 1 d +2| 1 
35. ar)-d Ban d” ur u man (— d)" — EN 
12 nl ar 


Vergleicht man diese Gleichungen mit denen in (64. und 65.), so erge- 
ben sich vzer Formen für jede von den Facultäten a" und a", und man 
erhält folgende Ausdrücke: 


45% 
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a a R a d 
r +n-—1ll ET gr -. 
) n\d 
56. a =‘ er AI ee ee . 
-—] +11 -7 hl. u 
1? 1: 1: 
nl 1 — _n+1l-1 - - „+2l-1 m 
a” —d” en —=(—()” ut —=(— I)”. ——; 
1 7 -1/1 17 +11 er 42 17 Anlı 
n | n 14*+ =, . n 14 +; m Hl n 1 2 +2—1 n 1 -7 1 
am“ dm —— =(-d)m —— — =dn —— =(-d".—o 
- N .-_-. u 
la | 1 + . 1 d m — 1 d z 
n Aa E m 11 „12 zit 2 14 +2l—1 n ei 
RE u — (I) nm —— lm — (ld) m —— 
ılı a 1} 1 ( au n — ( . a n|.” 
17 13 ara ur 
- — +n+1j-1 ya! 1. 7 +21-1 
87. ta — u — u en 
ie jr —] zn 3"! a 
- — —n+1|-1 - - —n-1 al 1 tl 
u ı u =(-d)? ——— =d"’ —— ael-d)” — , 
F „2 +1/-1 1 zı 1 1? +n]|1 17 +n+2]-1 
a.n aM al 
b. a yarat ss ni m su a 7" m 7 t 
am — (ln en - ie -1) m .- - — — —(—ı)) m er er . 
u ee , Aal kat jan 13 m 2 
a n an a ( 
„2a „rat aldamı on a | - 
a ed  — Mr — ed (NR oo 
I jr z— u ‚ 17 | 14% +21-1 


Von diesen acht Formen, welche dazu dienen, eine Facultät von belie- 
biger Basis und Zunahme, auf eine andere zurückzubringen, deren Basis und 
Zunahme die Einheit ist, sind, wie bemerkt, bis jetzt zwei gegeben gewesen 
(No. 32. und 33.): von Gauss die eine, von Kramp die andere und von Bes- 
sel beide. 

Man kann nun auch die durch (86. und 86.) ausgedrückten Gesetze auf 
die Ausdrücke (66. und 67.) ausdehnen; dann erhält man folgende acht wei- 


tere, für jedes n gültige Gleichungen: 





Zst - me 2 421-1 
\ ld 1 d d : 1 d ’ 
88. ae a)" | ZZ d’ w- u Z—— (— d)" a — d" u n Pr > 
3; -1j1 oz a +2 
a 
Zi" 
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at rl-ı 1. — ı ah 
59. (— a)" — d’ er (—d" a | una d' a em 
——+1j—-1 j -—1/|1 - — en] 
| 14 14 1 ı 
a 
- z +21 


== (= — 


2 —n+2|- -1 


Diese Gleichungen werden immer mit voller Consequenz angewendet 
werden können. Dabei zeigi sich dann die eigenthümliche Erscheinung, dass 
nicht alle Ausdrücke auf darstellbare Werthe führen. Man darf sich aber 
dadurch nicht irren lassen, denn es ergiebt sich kein Widerspruch, sondern 
es rechtfertigt sich nur die eben aufgestellte Behauptung, und die so gefun- 
denen, auf nicht darstellbare Werthe führenden Ausdrücke müssen näher 
untersucht und wo möglich bestimmt werden; wie dies überhaupt bei unbe- 
stimmten Ausdrücken vorkommt. Diese Bemerkung hat, wie schon früher an- 
geführt, Kramp übersehen, und Bessel, der im Königsberger Archiv (S. 244.) 
Kramps Irrthum nachweiset und ihn zu berichtigen sich bemüht, hat im er- 
sten Falle Recht, dürfte aber in so weit sich täuschen, dass er glaubt, die ver- 
schiedenen Formen, welche in der Theorie der Facultäten folgerichtig aufge- 
stellt werden können, seien unter sich ungleich, oder könnten in Widerspruch 
zu einander stehen; weshalb er der Ansicht ist, dass man eine bestimmte Form 
zur Erklärung von a" wählen müsse; was er auch thut. Auch hier ist aber, 
wie bei jeder systematischen Entwicklung, die Willkühr ausgeschlossen, uud 
auch die strengste Schlussforderung muss zugeben, dass Formen, welche die 
Analysis findet, auf unbestimmte Ausdrücke führen können, also nicht leisten, 
was sie sollen. Es tritt dann nothwendig die weitere Forderung auf, dass der 
Werth solcher Ausdrücke näher bestimmt und der Weg dazu angegeben werde. 
Bei richtiger Anwendung des eben Gesagten zeigt sich nirgends ein Wider- 
spruch. Dies soll an der Werth-Ermittlung einiger besondern Fälle noch 
näher nachgewiesen werden. 

Untersucht man die Facultäten (—1)4l und (— 1)! 1, von welchen die 
letzte von Kramp für ein Unendlich-Grosses (Pg. 91. Anal. d. refr.) erklärt 
wurde, so ist aus (88. und 89.) 


(Di — Pi BER. Deeeh 
' nn 1-21 7 ] 1011 7 31-17 pl 


Der zweite und vierte Ausdruck führt nach (25. bis 28. $. 13.) auf den Werth 
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+ U 2y—1 
der erste und dritte auf 
| 2 u 
(— 1)’ = I 1).0211 1 m Er i 


was ın dieser Form nicht genügt. Man kann jedoch dem Ausdrucke folgende 
andere Gestalt geben: 

1-21 1-2) nr 
cn 


Ä 19-1 1 | 
Cu aaa FED DET A 
) 13 -: (— 2)” -] (— 2,1 ( 3) ( l) : 


Br 


So führen sıe auf den ersten Ausdruck zurück. Die drei letzten Darstellun- 
sen stehen aber unter sich keineswegs in Widerspruch, und man erfährt zu- 


gleich, dass 


1 1 1 2y—1 

I GE. 4 u WAREN. netten 

91. 1 vo (—2)-1 TE un 1 ug F zu 
gleichbedeutende Formen sind. 
Für (—1)' ! erhält man 

2 vl | | 111 vol 

ıi-1 __ er he ee De 

(— 1) eo 1 he = 1-31 7 3-1 


Der zweite und vierte Ausdruck führt nach (15. bis 18. $. 13.) auf 
1_ 
(NT = }yor; 
der erste und dritte aber, je nachdem sie umgeformt werden, auf die Aus- 


drücke 


(171 she 
0 0.171 
2-1 ı-1 
ı)_] 1 (—1) 1!_ 
(—1) a 12-1 ur (—1) 
jy; 1 FR Fi u kat 131 1 \-] 
(— J — 2-Il,g-41 (-3) nn (— )’ ; 


die in keinem Widerspruch stehen, und zeigen, dass folgende Ausdrücke 


gleichbedeutend sind: 


2 (Dh -Hit=iyor 
Eben so erhält man 
‘ WERL E02 1 __ Ui u 
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Vr 12-1 1 1 
yv-i —10 Tomi ot 
Untersucht man die Facultäten 0%, 0:1, 0Ü1 und 07-1 nach (86. und 


S57.), so erhält man 


4. -Di'= 


E 3|- 2'-] 
Me VW AR RER RR AGP. \CEONENO RENTE, 
1 7 1-1 7 pl 1-1} 
Nun ist 
| 2-1 12-1 1 
Hl _ı rl _ und > ı = 2-1, RE, 
j 1: al nad >55 Vr 
Der erste Ausdruck führt auf die zwei Formen: 
11 -11 ' 
demnach ist 
1] Ya} 0 1 
0 EEE en Re a 1 
95. 0: — me 0.2-1y—1= Ip = 0.17, 
Eben so erhält man 
i r A BE 
96. DT ER U U m u N I 
m h ml 121-1” Yn 
1:2! 12-1 12-1 1 2 
97. 01 —|Z— n = — 75, 4 1 
| nur ms. 131-1 y-1.21° Vor’ 
| 1 | 1:21 i 12-1 y. 
C 3 0-1 ne sel EBENEN = o Tr A u u" 
98 n y—ı.ı-!l 1: ! y—1.12-1 Vr 


Aus der Behandlung der vorstehenden speciellen Fälle geht hervor, 
dass die in (86. bis 89.) aufgestellten verschiedenen Formen sich gegenseitig 
unterstützen und ergänzen. Eine einzige genügt nicht zur Reduction für alle 
möglichen Fälle, und häufig führt auch die eine auf unbestimmte und unge- 


nügende Ausdrücke, während die übrigen ıhre Dienste nicht versagen. So ge- 


at 
.. ” Y Id ® .. * . 
nügt z. B. die Formel a” = ——— ın manchen Fällen zur Werth- Ermitt- 
111 
17" 


lung nicht, während andere genügen; und umgekehrt. Es dürfte daher nicht 
angemessen sein, zur eine Formel für die Rednction aller Fälle als maassge- 
bend aufzustellen. 


Durch die vorstehenden Entwicklungen wird nun die oben gestellte 





Aufgabe gelöset und die in Frage stehende Beweismethode gerechtfertigt sein. 


Zu dem, was über die Entwicklung der Facultäten mit gebrochenen 


Exponenten in unendliche Factorenfolgen ($. 12. und 13.) und ihre weitere 
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Benutzung gesagt worden, ist für Den, welcher den Inhalt von Seite (51., 52. 
und 64.) beachtet hat, nichts hinzuzufügen. Der Ausdruck jeder einzelnen, in 


+ + 


mr begriffenen Facultät durch unendliche Factorenreihen, ist vorerst nur 
formell und deutet eine unvollendete Operation an, dient also auch nicht in 
dieser Eigenschaft zu FVerthbestimmungen. Dennoch kann er, wie Seite (52.) 
bemerkt, dazu benutzt werden, wenn man ihn mit der nötbigen Vorsicht und 
in zweckmässiger Verbindung gebraucht; was auch oben geschah und wobei 
das Zurückgehen auf die Gleichungen (19. bis 22. $. 12.) sehr förderlich ist. 
Uebersieht man dies und benutzt den Ausdruck, ohne auf diese Beobachtung 
Rücksicht zu nehmen, zu FF erthbestimmungen, so bringt man einen Fehler 
in die Entwicklungen, der nicht in ihnen liegt und dessen Schuld nicht ihnen, 


sondern dem Rechner zur Last fällt. 


l . 2 . . 
Setzt man z.B. a=1, d=1 und ==; in (23. $. 12.), so ergiebt sich 
1 — 2.4:6.8.30.... 
3.3.3781... 
Es ist aber 
2.4.6.8.10.... _ 5. 
5738.00 


Wollte man also hieraus weiter den /Ferth von 1:! schliessen, so hätte man 
121 —< 05, 
was falsch wäre, da #1 =3;}m, also grösser als 0,5 ist. Die hier angegebene 


Schlussweise stelit aber dem auf (8. 92.) Gesagten entgegen. 
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18. 


Developpement de quelques integrales definies, 
renfermant des fonctions trigonometriques. 


(Par Mr. le Dr. O. Schlömich, professeur a Tuniversil& de Jena.) 


Depuis longtemps les deux formules 


u & (u) cos (u arc tang u) 
1. TE er, 
. (+ uw?) 
oe i I (u) sin(u arctang u) 
2. / a te" sın vrdx = a 
0 (A+u ye 


sont connues, mais on n’a pas encore essaye den tirer des nouveaux resultats 
pour la theorie des integrales definies. Or ces formules donnent differentes 
integrales definies, si on les combine avec d’autres formules du meme genre. 


Nous presenterons Icl quelques exemples de ces combinaisons. 


I. 

Apres avoir remplace 4 par p, nous multiplierons l’equation (1.) par 
et en prendrons linteerale par rapport A u, entre les limites v0 et 
u pre S r P PP » ,Ba= 
u —=—@. Cela donne 

, a cos(parctangu) Ou 

3. S El are” cos ud = Kpf F z Er. up: 

o u 0 Jo Au )? ‚pP u 
Quant ä [Integrale double a gauche, on en peut trouver la valeur en 


renversant lordre des integrations. Par cela elle se change en 


£ ze ed) 


et en posant u=—, [integrale double se change en un produit de deux 





© COS zu 
du, 


integrales simples, savoir en 


Vereia)(/, Fe)- 


cest ä dire en 


Fp+g-). 21 (g) cosign’ 1 > ZU. 
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(Jar comme = Tr rofı: ze" 22, ıl suit delä 


K re Make: mn uf cos of za o-tegz, 


et en renversant lordre des integrations: 


® cost 1 » 2702 
9% = z419z u = --- — 
Kuna 10. z/, TEE Tr), Tre 


La valeur de lintegrale ä droite se trouve ä laide de la formule conmue 





u nF st 
eo Ir uhr 
2sın — 

n 





n>m>HIl, 


done on ovbtient 








» cost, 1 st st 
J, te une Tg) ' 2sin !(g+1)r a 2 (g)costgn’ 1>9>%: 
et cest la la formule cı-dessus. 
En egalant cette expression & lintegrale a droite dans (3.), on trouve 
‚> cos(parctangu) ee — Z@p+g9-D nt 
Pi (A1-+u2)? nn  ® — IX(p)I(g) : 2cosign’ 


En substitutant u = lang p. on obtient sans difficulte: 





1>9g9>%. 


57 ae . n IKp+-) 0.0 ® ia 
4. JS: cos”°G cot?d cos ph — Tip) Fig) ' Zoos Igqr’ 1>9>%; 


ce qui est une formule assez remarquable. 


Pour trouver une autre @quation, analogue ä la precedente, multiplions 


ou \ ® ‚ ® \ 2 (a > 
(2) par „;, apres y avoir cerit p a la place de 4; integrant alors suivant u, 


on obtient 





= Ou ;® i » sin(parclangu) Hu 
u Pl —* a . : 
JS. u‘ Y ee” sin und = ps, (A +u2)?P u 


ot lintegrale double & gauche est aussi egale ä [expression 


EA er a [Er ou, 


; in t 
qui, par la substitution de um se change en 


Bd = sin. _ st I; IE at 
(/ artt?e de) "dı) = I(p+g9—)). ITKa)sinign’ 2>g>%. 


I | le linteeral — 
« in . >» (vr 
‚a valeur Ge ın cara e/, 29 


a fait analogue a celuı employe cı- dessus. 





dL peut ätre trouyde par un calcul tout 


En egalant l’expression ci-dessus ä lintegrale ä droite dans (5.), on obtient 
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[2 








m® sin(parctangu) du _ I(p+4-D nn Q- 0 
0 (1+u°):P "u T ID Id  2sindgn’ N, 
et en fesant u = tang 0, on en tire la formule 
Ir T(p+q9-D 7 
pP—2 q “ ei 
6. J; cos?”*0 cot?d sin PP%9 — T(p1@) ' Isiniar’ 2>9>%. 


Les resultats trouves (4. et 6.) presentent plusieurs formules deja con- 


nues. Si par exemple on fait y=1 dans (6.), on parvient ä& equation 


’ 


sin pH 
ee p—1 . ed 
J sing €0s 00 — 57T 


trouvee par Mr. Liouville par une voie tout-differente. (Voyez tome 13. de 


ce journal page 232.). 
1. 


Pour faire une autre application de lequation (1.), multiplions la par 
u” Ou 
u?’ 
et prenons en lintegrale suivant z entre les limites v=0 et u=@. Cela 
donne 
1. / i af ale: cos under — KeDyA € u Fe 
0 0 l+ 


2 D) 2 2 
r+u ur)yrr r’+Uu 


Cette integrale double peut aussi @tre presentde sous 5 forme 


= ® u” coSTu . 
/ alerox J ou, 
0 o r+u? 


ol [integration suivant u peut ätre exccutee au moyen de la formule econnne 


® u a 
Im Ir _ —r 
[= | au (— 1): y"" 1r " 
u 





+ u 
qui suppose que m est un nombre er Lintögrale double se change alors en 
S ae dr — Dirt (— 1)?" 1.20 ra 
j ? - (l+7) 


ce qui est la valeur de lexpression a gauche dans lequation (7.). On en tire 





8 4 » cos(warctangu) u” Ou _ m: Im 1, pl 
0 Ayuype ru "(Iprje' 

Avant de transformer cette integrale en une autre, qui ne contienne 
que des fonctions trigonometriques, nous ferons voir quon en peut tirer deux 
autres formules plus generales. 

A. A cet effet nous presenterons lequation sous la forme suivante: 

= cos(u arctangu) u 
£ Aue r’+u 





ud — — (— 1)" ir. "(14 vr)", 


46 * 
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dont ıl est facıle de prendre la derivee zitme suivant r. En faisant usage de 


la formule connue 


rer) ver) 


mg (r) ıb® (r) + n,yY‘(r) ae (r)+n, p“(r) ar (r)+ .... 
. u. n(n—1) n(n—1)(n—2) 
| n, — Fi \ rn Au >, 2 ‚ n = iR; ‚2. 3 ur" etc. ], 


on obtient sans difficulte: 


9. 


/ ® cos (u arctang u) ”rT u 
0 (1-+u?)24 Oorir+u 


-; [u Mm— 19u 








u (— 1 tr ie (u, 1) n 


"a ft br al ()+ EB (ZH) — . 


Feen (u n-2) 
otı (4, 1)" designe la factorielle u(a+]1).... (utn—)). 
(Quant ä la derivee sous le signe de lintegration, elle se trouve 


a 
elre: 


2 RT TORTE TO A BE 5 

Or 1 Fr  2y—1'drlruy—l 1+uV—1_ 

_ &Dri.2..nf Bu 1 ] 
2y—1 (—uy—lı)+! (r+uy—1)”+! 


a (—-1)”(1,1)” (r+uV-D’H—(r-uV—D Dr 
2y—1 ! (r? + u) Pr +1 serie: 











En posant r+uy—1l = g(cos®+yYy—1sinw), on aura aussi 


”rf u: or sin(n-+1) 
Or” | r! al= urn 1) (1, ar: A F+U)H ; 


et parcequen vertu de lequation precedente on ag =Y("+u) et 





u 
a = arc tang te 


an sin[(n+-1)arctang — 
Er +u? m\-37 (1, 1)" (r? +2): wog” ix. 


I,equation (9.) donne maintenant 





sin Be 1) arctang ni 





"cos (warctange). .- 
A oO 
/ (+)? GE HRN 3) 02 2 Ve r 
— (_yrı, (u, 1)” RR 4 (m—1).n /A+r\ , (m-1)(m—2).n(n-1) w)-. A I 
u id .A,Hr An" L(a+n—]) 1.2.(u+n-1)(u+n-2) 


et en fesant r=1 et uv=tang Ö: 




















- 
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10. Scos“ 10 tang”"!9 cos ud sin(n-+-1)0 90 


_® m _ .@—D.n (m—1) (m-2).ncn—1) „, 
= (— 1); 2“tnt1" (], 1)” 1 I.(en_D- 1.2. (un) (u4n_2) 2 TERN 





B. WL’equation (8.) peut aussi Ötre gs sous la forme 


f ” c0os(warctangu) r 
0 Are rru 


En la differentiant n fois de suite, et se reportant a la formule 


yr. 
-(dyr)“' 





): 
auröu = (1): 


cos|(n+-1) arctang Be | 
r 
el; +] = = U DT er 
on en tıre 


cos[(n+1) arctang R; 


” cos (u arctangu) Pe 
RT Pre her $ 2 )  u’ou 
0 (1-+u?)°: (7? wer )X +1) 


l+r _m(m—1).n(n—1) I+r Bo 
u re Ges 7 Ham Ilun-2 r ) 


Cela, purr=1, u= tang 0, donne 





(u,1)” ” 
\m ug 
—=(— 1)? "a. 1)" (l4r)“+r 





11. SE cos "19 tang” 0 cos ud cos(n+1)980 





(rg li ma 5, mm | 
er 2 ttl° (1, 1)” 1.(u+n—1) 1.2.(u+n—1)(urn—2)“ tt 


Voila une formule correspondante avec celle (10.). 
Des calculs tout analogues peuvent £ätre appliques ä la formule (2.). 


En la multipliant par 
urrdu 


r+u 
et Fintegrant suivant u, entre les limites v=0, u —=%, on obtient 


m+1 r) ® ( t ) pr 9u 
ut du sin (uarctangu) u’ 
u-l p-x — EEE EEE h 
12. Ar > 3 zr-le sın urdı = (u), Aa Fa 


Lintegrale double & gauche peut £&tre transformde en 


® © yrtlsinau 
Crane. fr räinzn 


0 0 "-+Uu 
ou lintegration peut &tre operee suivant u, si l’on fait usage de la formule 


o um+l sin zu 
SI a = (— Dirlaermertz, 











0 r+Uu 
qui suppose m pair. Lintegrale en question se change maiıntenant en 


je) 
JS azu-le-"9r (— 1):m Im Mm etz — (— 1)ım Amin 


et a laide de lequation (12.) on obtient 


I) 
A4n" 
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a m+1 or 
fi sın (u sinken u) u OU Ah Zub (= 1m! T : 2 Et j 
0 Aue ru Ber 


I,a differentiation 2 fois repetee de cette Equation, donne 


13. 


sin|(n-++1) arctang —i 


= sin (u anc taugu) a 
— du 


Z Au)“ (+ Wr +l) 
h (u, 1)” g”n \ Mm.n 1-+r m(m—1).n(n—1) (# | 

ER my MR we Ian: BA re A A . RE 
TR (1, 1" "A4r)“ a ah r ) 1.2.(u+n-1)(u+n—2)\ r ) nn 








et pur r=], u=tang 0: 


14. SF cosetn-10 tang” d sın ud sın (n+1)099 


u (u, 1)” a m(m—V).n(n—1) 2 
= — (—1): Detn+! E (1, 1)” | 3% l.(u+n—1) 1.2. (u+n—1)(u+n—2) u N 


Mettant nm —2 ä& la place de mm et multipliant par r, la differentiation donne 


U 
cos In+1) arctang —] 
= sin (u arc zn u) von 
/ --,. - u” 9u 


0 (Au 2)}, 7 (2 +u? 2): (n+1) 
nette el, 7 f, meDen(htr), Dim Da (kr 
(3) A," (Ltr) 17T 1.Cu+n-1) +72 (u-+n-1)(u+n-2) 





et pour r= I, um tang 0: 


15. jr cos "+14 tang "19 sin ud cos(n+1)9989 


/ UV 





4, m nn (wi), TORE.» l)n "9 _(m—1) (m—2) .n(n—1) 2. 
=(-]) 244° (1, 15r ! l.(u-pn—1) 1.8. (u+n—1) (u-+n—2) ni 


Voilä la derniere formule correspondante a celles (10., 11. et 14.). Comme 
toules ces integrales contiennent trois nombres u, m, n, dont le premier est 


absolument arbitraire, on en peut tirer beaucoup de formules particulieres 


plus olı moins connues. 


Ill. 


Passons maintenant & une troisieme application des @quations (1.) et 





(2). Multipliant par 
ou 


(+ u? +1 


et inteegrant suivant w, on tire de (1): 


‚r Ou x » c0S(warctangu) ou 
» nennen in en ul »-T . | n l ——— —_ — " 
16. J, Fh aut e? cos uUXdX (uf, Aal "rue 








Renversant l'ordre des integration, lintegrale a gauche se change en 
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f" MEER © cosrudu . 
aute2dx . 
" Jß (r?’+u?) +1 ? 


ol integration suivant u peut tre effectude par le secours de la formule 


connue 
‚© COS zuOu 
f 


Fr 
7 e"x rl gn—2 


2” 
= mas HM at Mn at+tM +.) 





dans laquelle les coefficients M,, M,, M, etc. sont determinds par les «qna- 





tions 
1. M=1, M;=!aH+l)n, m, = ee med, 
M,= (n+3)(n+2) (n+1)n(n—1) u 
u Zus 2.4.6 eic. 


Maintenant on obtient 


’@ » c0Ssrudu 
zul ee? f) S de es BERN 
J. x 0 (r?-+u?) n+1 


M. 


M, r® pr 
uf, autn—le-(l+r)29, + Er J. zutn 2 —(+r)2 4. 


st 








M, 

a  onettener.. 
et en operant les integrations indiquees a droite, on trouve que lintegrale dou- 
ble mentionnde est egale a la serie finie 

i a __|M, FIf(u+n) M, ICu+n—1) M, TKCu-+n—2) ) 
Dr+l I(n+1 yrtl ’ (1+r)"t" yr+2 ° (L+r)4tr-1 yr—3 4 (+ r)ttn-2 A | ; 


ou bien & 


: | j 
IM. F(u+n) + M. ‚I(u+n—]1) = 


st 


Ta+D@ryH(l4r)“tr 
| 1 
+ Mn () + ....| 


En observant qu’en vertu des proprietes des integrales Euleriennes on a 








_ Tun) IT (u+n) 
T(u+n—]l)= | et T(u+-n—2) = Zu ea Dre”, eic., 
la serie precedente peut aussi @tre presentee sous la forme 
1 1 











M,+ 


I (n+D) (2r)°H! (l-Fr)' tr urn—1 ” (u-+n—1) (u+n—2) + 


Cela etant la valeur de l’integrale double en (16.), nous avons maintenant: 
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[” cos(uarctangu) Ou 
N) (1-F u2)}# J (r? + u?)rt 
/ 1 I 3 
RFlurn):Iu) 2r RE er, MdA+) 
"nt 2ry"tl+r)tr (Ü° urn—1 (u-+n—1) (u+n—?2) we 
un (u+n):I'Cu) 
) —- 1 
"(n+) peut etre remplace par 
u(u+l)(u+2)... ng (u, 1)” 
1.3.3... — 1." 
Fesant enfın r=1, u= tang /, nous aurons en vertu des valeurs de M,, 
M,, M, etc. 
18. Er cost? 9 cos u 80 
rt (u, 1)" Ps (n+Dn (n+ 2) (n+1)n(n—1) . 
zu (+2nti ' {ad TT(um-1) 1.2. (u+n—1) (u+n—2) wo y 
Un calcul semblable donnera un tbeoreme analogue; car de (2.) 
on tıre 
»  uou » sin(uarctang u) uodu 
( unit gen ul p-r Ir—=Tı —, 
19. J. Fr, u en )f, (ru?) (ru yet 


ol lintegrale double peut £tre transformee en 


® E ‚= usinzudu 
Veetipritn TREE, 
Jo 0 (r? +u?)" 


La valeur de cette ie par REP a u est, comme on saıl, 





. zz" n—2 
ste in .2 
Intl Tb er N pn +N,; yıtl + N, rt? Pr. 
ol a ' 
: « 2 n+ In(n— )(n—2) ) 
N, — I, N, u 3 (n— 1), IV, 21 . 
(n+2)(n+Dr(n—]) u mn hun 
N = _ 2.4. 6 elc. 


Deli on tire sans difficulte la valeur suivante de lintegrale double: 


st \ N, I (u+n) N I (u+n—1) N, T(u+n—?2) ' 
In+1] T (R-+ +1) | ” "(l+r)/ '+n ti P (Fr) te y"+2 . (l-+r)"+r-2 + ... ‘(> 








ou bien Ä 
Ui — N, 1+ —)? 

rl (urn) N,(l+ -) ( - 
Ta+D@nyt! A4r)“tr | 





N, + - Ft, 


sr + (u+n—1)(u-+n—2) 


et en egalant cette valeur A lintegrale a droite dans (19.): 
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= sin(uarclang u) uou 
I, Tara (AR 
N l 
rl (u+n): I (u) bi Nr Ndh+ r ! 





ee 


Fa HART 4 urn F (aan) (um) 


Fesant enfn r=1, u= tang d, ou obtien!t 


"7 2 x 
20. J cost?" 9 sin ud tang 09, 


Rn (u, 1)” (1 n(r—-N (a—Dn(n—1 )(n—?2) 


Qt ' 1,1)" ! l.(u+n—1) 1.2. (u-Fn— 1) (u+n—2) . 

Il est ä remarquer quil n’est pas permis de supposer «=, ou negatıl, 
dans toutes les formules que nous venons de presenter, parceque le calcul 
a dtE fonde sur les proprietes des integrales Euleriennes qui n’ont heu que 


pour des valeurs positives de la varıable. 
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19. 


Ueber die Summe einer gewissen 
endlichen Reihe. 


(Von Herrn Dr. Stern in Göttingen.) 


Dis die endliche Reihe 
n—3 , n—4.ın-5 n—5.n—6.n—7 
ten Por 
je nach der Beschaffenheit der Zahl 2 vier verschiedene Werthe hat, ist be- 








reits in diesem Journale (Bd. 20. S. 321.) nachgewiesen worden. Diese vier 
Werthe lassen sich aber durch einen einzigen Ausdruck darstellen. Setzt man 
nämlich ın der Formel 


l. "+y"=(a+y) — nay[(a+y)? — an -3)a+ty)”" +... 


s 1 
statt y den Werth —, so ergiebt sich 
» n 1 l n 1 n—?2 1 1 n—4 ; 
2. #"+5=(2 +)’ nlae+ ZI" 3a -I)ea ++ RER | 


1 ’ 
Bestimmt man nun & durch die Gleichung + = l, so hat eine der 


en 1 R 
zwei Grössen & und > den Werth — etiV-1, die andere den Werth 


— e=’"Y—l, mithin, wenn man diese Werthe in (2.) substituirt: 
n—3 , n—4.n—-5 





-Y (em ee) =1— nl + 537 --.) 
und 
1+(—1)"t! 2cos in __ n—3 , n—4.n—5 
En ne 





| 
et 
Y 
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U. 


Ueber die Anwendung der Sturm’schen Methode 
auf transcendente Gleichungen. 


(Von Herrn Dr. Stern in Göttingen. ) 


D:. Sturm’'sche Methode der Auflösung der algebraischen Gleichun- 
gen wird gewöhnlich in folgender Gestalt vorgetragen. Ist eine algebraische 
Gleichung vom mten Grade 

Fxı =V0 


gegeben, so bildet man aus x und seinem Differentialquotienten F} x die 
2 3 ın 
Functionen Fax, Fx u. s. w., bis man an die letzte 7x kommt. Diese Func- 


tionen sind durch die Gleichungen 


2 
Fr =AFx— Fax 
F,x -— 4,F& — Fi 


m—2 m—l m 

Fx = A,-ıfFx — Fx 
verbunden und es wird dabei vorausgesetzt, dass sowohl Fx und fx, als auch 
die folgenden Functionen nach den fallenden Potenzen von x geordnet sind. 


Substituirt man in die Reihe Fx, Fı® .... Fx statt x den Werth a, und 
dann den grösseren Werth db, so wird die Zahl der reellen Wurzeln der 
Gleichung, die zwischen @ und 2 liegen, der Zahl der Zeichenwechsel gleich 
sein, welche die dem Werthe a entsprechende Zeichenreihe mehr enthält, als 
die dem Werthe 5 entsprechende. 

Es versteht sich von selbst, dass die Siurm’sche Methode in dieser Ge- 
stalt nicht auf Zranscendente Gleichungen anwendbar ist. Indessen hat schon 
Sturm selbst angedeutet, dass man auch den entgegengesetzten Weg einschla- 
gen kann. Man schreibe nämlich Fx und F,x nach aufsteigenden Potenzen 
von &. Dividirt man dann Fx durch F}x, so findet man 


2 
Fr = (u+ß2)Fx— a’Fe; 


ebenso 2 3 
Fxz=(a+ßR,a)Fx — a’Fx 


47* 
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m 


und so weiter. Diese Reihe von Functionen, welche gleichmässig mit Fa schliesst, 
hat ebenfalls die Eigenschaft, dass zwischen a und 2 so viel reelle Wurzeln der 


gegebenen Gleichung liegen, als die Differenz der Anzahl der Zeichenwechsel 


7 I 


2 m o 
in den zwei Reihen ‚Fa, Fa, Fa .... Fa und F6, Fb, Fb .... Fb beträgt. 

Berücksichtigt man bloss die algebraischen Gleichungen, so möchte die- 
ses zweite Verfahren schwerlich dem ersten vorzuziehen sein. Dagegen hat 
es den Vortheil, dass es leicht auf die Auflösung der transcendenten Gleichun- 
sen übertragen werden kann. Es bedarf hierzu nur einer kleinen Modhfication, 
ähnlich derjenigen, durch welche auch die Fourzersche Methode auf transcen- 
dente Gleichungen anwendbar wird*). Man wird nämlich, wenn eine trans- 
cendente Gleichung aufgelöset werden soll, nicht mehr immer unmittelbar 
bestimmen können, wie viel reelle Wurzeln zwischen zwei beliebig gewählten 
Grenzen a und Ö hiegen, sondern oft genöthigt sein, diesen Zwischenraum erst 
ın kleinere, genauer zu bestimmende Zwischenräume zu zerlegen. 

Es sei nämlich die transcendente Gleichung 

Fe=a,ta2 +” +... =0 

gegeben, also x = a, + 2,x + .... 


Dividirt man Zw durch F,x, so ergiebt sich 
2 
Fe = (u+Pß,a)Mx — «af. | 
Eben so ergiebt sich aus der Division von Fax durch Fx: 
2 3 
Fx=(,+P,a)Fx — a’lx. 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens findet man also eine Functionenreihe 


2 3 
Fx, F,x, Fx, Fv ...., die jedoch nicht, wie bei den algebraischen Glei- 


chungen, abbricht, sondern beliebig fortgesetzt werden kann. Man bleibe aber 


r 
bei irgend einer abgeleiteten Function Fx stehen. ‚Da diese Function, wie 


Fx, zwischen gewissen Grenzen continuirlich sein muss, so wird man immer 


zwei Zahlen, m und n > m, finden können, so beschaffen, dass Fix zwischen 
den Grenzen = m und x =n dasselbe Zeichen behält. Alsdann hat man 
folgenden Satz: 

Die transcendente Gleichung hat eben so viele reelle Wurzeln, deren 


Werthe zwischen m und n liegen, als die Differenz der Anzahl der 


*) Vergl. Bd. 22. Seite 14. dieses Journals. 
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Zeichenwechsel in den zwei Reihen m, Firm .... F’n und Fn 


Fın.... En beträgt. 
Der Beweis ıst eben so wie beı den algebraischen Gleichungen zu führen und 
bedarf keiner weitern Erläuterunsg. 


Es seı z. B. die Gleichung 


‚2 23 24 
Ban ke 0 AT trarzsyg nn. 
gegeben. Hier ist 
F Pe 1 Hr r? x 
EEE TR 
und daher 
Y > u ı . + Br a“ 
a Bad rıdeort 


23 234 


Das allgemeine Glied der letzteren Reihe ist 


— Ipm 
mir 





22,3°,...m®m+1l.m-+2.m+3 ’ 
» . . > ; . LI 
und man findet aus diesem Gliede das folgende, indem man es mit — -— 
ie) m+1.m+4 
multiplieirt. Sobald & — 4 ist, wird mithin jedes positive Glied der Reihe 
2 
grösser als das folgende negative sein, d.h. Fax wird zwischen den Grenzen 
x=0 und 2 = 4 immer positiv sein. Man setze daher r=2, so kann man 


nun bestimmen, wie viele reelle Wurzeln der Gleichung zwischen & = 0 und 


2 
v=4 liegen. Die Functionen x, F,x, Fx geben nämlich für «= die 


Zeichenreihe + — +, für z=4 die Zeichenreihe — + +, also liegt eine 
reelle Wurzel zwischen 0 und 4. 
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21. 


Auflösung einiger von Herrn Professor Steiner 
im 1. Hefte 16. Bandes d, J., No. 12,, gestellten 
Aufgaben. 


(Von dem Herrn Conrector Fasbender in Iserlohn.) 


22. 

Ik die Grundfläche einer Pyramide nach Form und Grösse gegeben, 
so kann bei der Frage nach dem Maximum des Inhaltes statt des letztern 
die Höhe gesetzt werden. Dieses Maximum soll bestimmt werden, unter der 
Voraussetzung, dass die Summe der Seitenflächen gegeben sei. 

Die Ebene der Grundfläche sei die Ebene der xy; sind dann x, y und 
s die Coordinaten der Spitze, so bezeichnet zugleich z die Höhe der Pyramide. 
Die Summe der Seitenflächen sei u; sie ist eine Function nur von &, y und z, 


und man hat 
u = Const. 


Hiernach ist die Höhe z eine Function der beiden Veränderlichen x und y, 
und die beiden partiellen Differential - Coefficienten derselben sind durch 


die Gleichungen 


du du dr du du dy 
trat Freeze 
gegeben. Durch Verbindung mit den Bedingungen des Maximums für z, nämlich 
dz dz 
| Fe 
folgt hieraus: 
du du 
> == — == 06. 
de dy 
Nun seien @,Yı, X Yay +++. XmYm die bekannten Coordinaten der Ecken 


der Grundfläche; /, sei die Länge der Seite, welche die mte Ecke mit der 
(m-+-1)ten verbindet; 9, der Winkel, den die verlängerte Seite /„ mit der 
Axe der x bildet; 9, der Winkel, den die durch /, gehende Seitenfläche mit 


der Ebene der xy macht; endlich seı p„ das Loth von dem Fusspuncte der 
Höhe auf die Seite /,. Dann ıst 
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. Pm 
pn (y _ Ym) cos pn — (x—x,) sin p„ und cotang Y, = —- 


A 


Das von der Spitze auf die Seite /, gefällte Loth hat die Länge a; also 


ızlın . . 
Ze der Inhalt der betreffenden Seitenfläche und 
5 


Te . 
297- snd a 


1st 


wo die Summation sich auf die mit m bezeichneten Grössen bezieht und von 
der ersten bis zur letzten Ecke auszuführen ist. 

Die Differentiation von zw nach x und y geschieht (da diese Grössen 
von denen der Summation unabhängig sind) unter dem Summationszeichen, 


und zwar nur an der Grösse %,,; sie giebt 


du du 
1), 1 ). un > ' ne 
Fr 5. sin pm cos 9, Z- + 5—/, 605 pm C08 4,,. 
Hieraus folgt 
= /„ sin pm C08 I, =, In C0S p,„ C05 I, =. 


Die gefundene Bedingung bezieht sich auf beide Coordinaten-Axen; da abeı 
über deren Richtung keine Voraussetzung gemacht wurde, so ist dieselbe all- 
gemein folgende: 

Wird jede Seite der Grundfläche auf eine in der Ebene der letztern 
beliebig gezogene Linie projicirt und jede Projection multiplicirt mit dem Co- 
sinus des Winkels, den jene Ebene mit der der projicirten Seite angehörigen 
Seitenfläche bildet, so muss die Summe dieser Producte = 0 sein. 

Der Winkel 9, ist in der polygonometrischen Bedeutung zu nehmen, 
bei welcher unter Anderm 


=/, sin 9, = 7, cos 9, =. 
Der Ausdruck von p„ gilt für alle Werthe von ,,, in der Voraussetzung, 


dass p„ auf der dem Polygone zugewandten Seite von /, liegt. Liegt p,. auf 
der entgegengesetzten Seite, so hat man 


Pn = (&— x). SIN Pr — (Y—Ym)- COS Pu; 
und tang 9, wäre bei Anwendung des frühern Ausdrucks negativ. Da aber 
unter ©. der der Pyramide zugewandter Flächenwinkel verstanden wird, so ist 
für die zweite Lage von p„ der Winkel von #,, allerdings stumpf. Daher 
wird 27 für beide Lagen dureh den frühern Ausdruck gegeben. 


Ist die Grunbfläche der Pyramide einem Kreise umschrieben, und nimmt 


man dann senkrecht über dessen Mittelpunct die Spitze der Pyramide, so sind 
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alle Winkel 9,, einander gleich, und die so bestimmte Pyramide würde eın 
Maxımum sein, wenn 
cos %.=/, sin pm, = cos #. 2], cos 9, = 0 


wäre. Diese Bedingung wird aber allerdings erfüllt, 


26. 
Statt der Summe der Seitenflächen soll jetzt die Summe der Seitenkan- 


ten constant sein. Sie werden dnrch z bezeichnet: dann ist 


u u 12 „2 
u= 2a am? Hy +2) 
und die Bedingung des Maxımums wird 


Se X mn 


ER RERE ee Ym_ 
2; (( T— Im) ? .(y— - Yn)? +2?) 2 is und V((e—2.)? +(y—  Ym)? +2 >) E ©. 


Eine beliebige, durch die Spitze mit der Grundfläche parallel gezogene 
Linie soll mit der Axe der x den Winkel X und mit der mten Seitenkante 
den Winkel «,„ bilden. Mit Hülfe der sechs Winkel, die von der Parallelen 
und von der znten Seitenkante mit den drei Coordinaten-Axen gebildet wer- 
den, findet man 


Co Tın a Aula Yın i 
COS A, — COS I® ] ((e— 2) +ly— -Yym)? +2? 2) kr } (@—2,”+Yy-yn)® +3 


Hieraus folet, da der Winkel 2 von den mit m bezeichneten Grössen Bu 
hängıg ıst: 
I T'm Y-Ym 


.- y ((e- 2) + Y—Yym)’ +2?) +siny.2 Yy - En) 


m i u A n 
= c0Sa,= 0057 


Y((r— 2)? +(y—ym)? +2 
oder 

2a a =®%, 
also die Bedingung des Maximums, welche bereits in der gestellten Aufgabe 
mitgetheilt ist. Da das Resultat von dem Winkel 7 unabhängig ıst, so kann 
die durch die Spitze gezogene Linie beliebig in der Ebene angenommen wer- 
den, welche man parallel mit der Grundfläche durch die Spitze legt. 

Ist die gefundene Bedingung erfüllt und man trägt auf jede der Sei- 
tenkanten der Pyramide, von der Spitze an, gleiche Krälte auf, so ıst die Summe 
ihrer Projectionen auf jede durch die Spitze mit der Grundiläche parallel ge- 
zogene Linie gleich 0: ein Beweis, dass die Ebene, in welcher jene Parallelen 
liegen, und die Ebene der Grundfläche selbst, auf der Resultirenden. jener 


Kräfte senkrecht steht. Hieraus ergiebt sich ein neuer Ausdruck jener Be- 


direung. 
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29. 


Von einem Dreiecke ıst die Grundlinie und die Summe der Schenkel 
gegeben; die Spitze liegt demnach in einer Ellipse, deren Brennpuncte und 
grosse Axe bekannt sind. Die Gleichung dieser Ellipse sa da? + y’=a?b?. 
Sind nun & und y die Coordinaten der Spitze, so hat man a # ex als Aus- 
druck für die Länge der Schenkel, so wie }(==Fae) und 5y als Coordinaten 
ihrer resp. Schwerpuncte. 

Die Flächen, welche die Schenkel beschreiben, sollen wohl durch Ro- 
tation um die Linie A entstehen. Es sei deren Gleichung 

y=ztangp-+tn. 

Der senkrechte Abstand eines Puncts (»’y‘) von ihr ist 

| — ycsy+tasnytnsingy, 
die Abstände der genannten Schwerpuncte von ihr sind daher 

—3ycosp+t3z3(@Fae) sinyg-+nsiny, 
und nach dem Guldin’'schen Satze erhält man als Ausdrnck der von beiden 
Schenkeln zusammen beschriebenen Fläche: 
2r(a+ ex) (—;ycospy+3(@—ae)sing-+nsing) 
+2r(a— ex) (—;ycospg+3(e+ae)sinpg+tnsing), 
oder 
2ra.|—ycosg-+xsing(l—e) + 2n sın g\. 

Da durch die Gleichung der Ellipse y von x abhängt, so ist dieser 

Ausdruck eine Function von ezner Veränderlichen; die Bedingung für das Maxi- 


mum oder Minimum jener Flächensumme ist daher 


d . 
cos p. 2 = sın g(1—e?), 
’ re, 
oder, da bei der Ellipse a = ist: 


b?’r . . 
— 008 9.5, = sin p(l—e?), oder 
y=— x.cotang 9. 

Die Spitze des Dreiecks muss also in dem Perpendikel von der Mitte 
der Grundlinie auf die Rotations-Axe liegen. Dieses hat mit der Ellipse 
zwei Durchschnitte, denen gleiche und entgegengesetzte Coordinatenwerthe 
entsprechen. Der zweite Differential- Coefficient nach x der Flächensumme 
Ist 


d? 
— 2racosy F 
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” 1 b d? B* oo, 
oder, da für die Ellipse Fr = — a Ist: 
2nb' cos p 
ay” 


Der Durchschnitt mit positiven y liefert also das Minimum, der andere das 
Maximum der Flächensumme, im Falle der Winkel p spitz ist; umgekehrt 
verhält es sich, wenn stumpf ist. Aber in beiden Fällen wird das Minimum 
von dem Puncte geliefert, welcher der Rotations-Axe am nächsten ist; von 
dem andern Puncte dagegen das Maximum. 

Erzeugen zwei der anfänglichen Bedingung entsprechende Dreiecke 
gleiche Flächensummen F, so liegen ihre Spitzen auf dem Orte, dessen Glei- 
chung 

2ra.j—ycosg+zsinpg.(l—e) +2nsiny=F, 
oder 
y=xtang gp.(1l—e?) + Const., 
st, also auf einer Sehne, welche durch jenes Perpeneikel halbirt wird. Ist diese 
Sehne ein Durchmesser, so liegt Fin der Mitte zwischen dem Maximum und 


dem Minimum. 


Iserlohn, ım September 1843. 
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22, 


Remarques sur la condition de legalite de deux 
racines d’une Equation algebrique; et sur quelques 


tiheor&mes de Geometrie, qui en suivent. 
(Par Mr. F. Joachimsthal de Berlin.) 


Soit 
1. a” +++"? +.... +02” +a_.% +" —V 
I equation generale de zzieme degre, et 
WERE IP RB „2 
le produit de toutes les !(r(n—1)) differences des racınes x,, X, .... X, de 
'equation (1.). L’expression A(&ı, .... x”)* sera une fonction symetrique de 
ces racines, qui peut @tre exprimde par leur somme s, et par les sommes s,, 
53, .... de leurs combinaisons ä trois, quatre, et ainsi de suite. En substituant 


les valeurs de ces sommes 
a, 
a’ 


A; 
s=— 2-7 PR FE BEREET 


on introduit des fractions dont les denominateurs sont les differentes puis- 
sances de a. Il est facile de voir que a-l?”-U est la plus haute des puissances 
negatives contenues dans A’, ce qui exige, que A” soit de la 2(n —1)ieme di- 
mension par rapport a S1, 52, 53, .... 2 En eflet, une fonction symetrique des 
TaCINEes X, Kr «0: @n, dont x) est la puissance la plus haute de x,, sı on 
l'esprime par sı, 8, .... sera au moins de la kıeme dimension par rap- 
port & S1, 82, ...., ces quantites etant Iindaires par rapport aux racınes. Mais 
on demontrera aussi, que le nombre des dimensions ne peut surpasser 
(Cf. Gauss „Demonstratio nova altera, omnem functionem algebraicam” etc. 
Gottingae 1816). Dans lexpression A? ce sont les facteurs (x, — %,)’, (x, — X)", ... 
. (2 —x,)” qui renferment x,; done x” sera Ja puissance la plus haute, c.q.f.d. 

En multipliant A? par a", on fait disparaitre tous les denominateurs. 


» 


Soit a” A’ —=L, on sait que 


2. L=V0 
est la condition la plus simple quı doit avoir lieu pour que lequation (1.) 
ait une racine double. Tous les termes en Z qui ne contiennent pas @,, 


sont affectes du facteur a?_,; cest ce que nous allons prouver. 
48* 
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En posant @° 0), ıl faut quune des racines de (1.) sevanouisse, p. e. 
x”; alors les quantites x,, %, .... %,_ı sont les racines de l'equation 
3. aa Ha" Ha Hr... ta. = 
Lexpression A(&,, X, +... %,)” etant egale ä 
Ax, EC TER %n1) (&, — x) (x, — 2X)” (an), 
elle se reduit A 
Te Sr ar, = ee ER 
Mais on a 


Ir 
S 
! 





X, Ka; Kgy or. In = 


done, en substituant cette valeur, on aura 


4. L u m; FRE, PRERE In) 
et en fesant 
_—. „2(n-2) r r 2 
ee A(x,, Xa, .... =. 
on obtient 


Le4.%; ENT 

On voit dapres ce que nous avons demontre, que la condition Z, = 
rend egales deux racınes de lequation (3.). De mäme il peut &tre prouve, 
que Z, se reduit a a,_,L, en fesant a,_,=0, et que L,=0 a la mÖme siıgni- 
nification pour lequatıon 

ax’ am" H+..+a,,=V0. 

En poursuivant, on parviendra a L, ,=a}— 4aa,. On sait que L,,=0 
rend egales les deux racines de aa + ax + a, =0. En fesant ,=0, L,_, se 
reduit ä a]. 

Il suit de ces remarques, que L peut @tre presente sous la forme 

L=B,+@_"\B. + «@2/B.2+ @/B + ..hl. 


L’expression B,_, ne contient pas a,, | 
Bin ? a - 4, An-ı5 
B,_3 ® r - Un, Au, An-23 et ainsı de suite. 


On trouvera dans L un terme @,_1@,_.....aza, dont le coefficient est lunite po- 
sitive. Lexpression L etant la m@me en changeant les deux series des quantitcs 
ir Buch are 
et 2a u od A, Un 


on voit, que L est aussi susceptible de la forme suivante: 
L=A+a4)/A+83)A+ 4/4; ....|, 
ou A, ne contient pas a, 
A, - - - 4,qa, 
A, - - - 4,04, etc. 
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2. 

Dans les recherches sur les surfaces et courbes algebriques, outre les 
coordinees ordinaires, on a introduit une quantit€ ®, dont la valeur numerique 
est egale a Tunite. Cest en rendant par ® homog£nes les dquations de ces 
lieux geometriques, qu’on a simplifie leur theorie. 

Soient f, g, h trois points situes en ligne droite, dont les coordonndes 
soient A, Y, WW; x,y,w; &n,0,0 W=w=w=]. Soient r et o les distances 


. . . Tr j 
du premier point des deux autres. Nous SUPPOSEFTONS que le quotıent Pr est ne- 


= 


gatıf, si f est entre g et h, et positif dans le cas contraire. On aura les equations 


suivantes: nu ER : ne TARA ou bien 
X-5 0 Y-n 0 


Aed-n)=m—ä; Yon) =ye— or, 
auxquelles on peut ajouter lEquation identique 
MI e—r)=we— ur. 
Donc la ligne droite qui passe par g et h, peut @tre exprimde par le sy- 


A .“ ’ Eu EZ 
steme des trois equations suivantes 
VU—rW 











—_r: _r 
. X=-, 1-9, We 


er’ BR 2 or 
On connait les coordonnces d’un de ses points, le rapport des deux variables 
independantes r et g etant donne. 
Soit 
6. (X, Y, W)=0 

l’equation d’une courbe algebrique du degre n, que nous supposons rendue 
homogene par /V, comme nous lavons mentionne plus haut. Nous cherche- 
rons les lintersections de cette courbe avec la droite (5.). En substituant les 
valeurs (9.) dans l’equation (6.), on obtient 


er er re. 
Me 
ou, en multipliant par (g—r)”: 
7. plgex—rd, ey—rm, gw—ro) =. 


En developpant suivant les puissances de r et g, on aura au lieu de (7.): 





Pı n—2 „2 


r1 n— n Pn Fa 
er re Dn amt 


ae r 
Cette @quation fournit les differentes vuleurs de 5. par lesquelles les n ın- 


tersections de la droite (3.) et de la courbe (6.) sont determinees. Quant 


aux coefficients p, p,, on aura les valeurs suivantes: 
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P — pe: (x, y; w), 











& Op Op op 
AT Fan ro 
„Op, Opı - 09, 
Pa _— & Ir + 7 dy + u Iw , 
- ÖDn_ Opa OPn— 
BE 3... Pn—1 - OPn—ı 
Pr=5& "5, .”% dy +0 u 


Les expressions pP, Pı,> Pa, ++: Pn sont “des degres n,n—1l,n—2....0 par 
rapport aux quantites x, y,w, et des degres 0,1,2,....r par rapport ä&, »,@. 
L’equation p—=® est la m@me que lequation de la courbe donnee. Si Ion 
tire du point (&,n7,0), ou h, toutes les tangentes possibles, dont le nombre est 
n(n—1), les points de contact sont sur la courbe du (n—1)ieme degre 
pı=0. Sı lon tire les tangentes & celles-ci, les points de contact sont sur la 
courbe du (n—2)ieme degre p = 0; et ainsı de suite. On a nomme ces 
differentes courbes premiere seconde etc. polaires de la courbe donnee par 
rapport au point (&,9,0); elles jouissent de proprietes metriques tres-re- 
mar«uables. 

Sı les deux points g et h, ou (a,Y, w) et (&, 7,0), sont choisis de ma- 
niere que Ja ligne droite gh, ou (5.), devienne une tangente a la courbe don- 
nde, deux des racines de l'’equation (8.) seront dgales. Designons par L=V0, 
comme nous l'avons fait ci-dessus, la condition, ä laquelle doivent satisfaire les 
coefficients 9, P1,... de lequation (8.): il est clair, qu’en posant les coordon- 
nees (&,7,w) constantes et (x. y,w) varıables, la condition L=0 donnera tous 
les points qui, avec le point (&,n, @), determinent des tangentes & la courbe 
donnee; c. a. d. lequation L=0 represente l'ensemble des tangentes qui 
passent par le point (8,7,®). 

Soient 40, ,—=0, .... tyn.n=V les equations de ces tangentes. Pour 
les trouver il faut resoudre dune @quation du degre n(n—1), ce qui en ge- 
nerale est impossible. Mais on peut trouver l’expression du produit Z,, 23, ....,n-»=0, 
qui represente €galement differentes tangentes; car ce produit ne depend que 
des fonctions symetriques des racınes de lequation algebrique. Cest ce pro- 
dunt qui est donne immediatemment par la quantite L. 

Voila le theor&me dont M. Cayley a fait mention dans le memoire 


No. 2. tome 34. de ce journal, imprime avant celui-cı: ıl l’a presente sous 


une forme peu differente de la precedente. 
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Nous prendrons pour exemple les courbes du troisieme degre. Soit 
pSayo)zac+by HIT yH3daor3ePorset yr+3fort3foryarbguya 
pe3fh= 3Elar re yPHfaor+2gyo+2daac+2dey) 

+30 (de? +byf+f'o’+2eyo+2gwac+2e'xy) 
+30 U He P+ca’+2f’ yo+2fwc+2gxy) 
prbh= 6Kkax+dy+dw)+6n (ec+byrew)+60 (fc+Hfy+co) 
+12n&(gxc-+Hey+f’o)+1208 d’x+gy+Hfo)+12&n/dc-He/y+gw) 
p=6h;=6a +++ 1er entleeren“. 

ll est fäcıle de voir que les expressions f, f et f, /s se transforment 
les unes dans les autres par un changement des lettres x, y,@ et &En,0; ce qui 
n'est quun cas particulier d’un theoreme general. Les equations de /=V, f,=V, 
Ah=0 sont celles de la courbe et de ses polaires par rapport au point (£, 1,0). 


L’equation (8.) se transforme en 


‚ r ‚r? 
S- I r3ha Ra ° 
et la condition de Z d’une racine double est 


9. SEAN URS BA =V 


Telle est l'equation du systeme des tangentes qui passent par le point 


(&,n,@). Pour trouver les intersections de ces tangentes et de la courbe, il faut 

combiner l’equation (9.) avec celle de la courbe /=0. Alors lequation (9.) se 

reduit & LAIRL + Ah ß2) —(). 

Le facteur /} indique, que les lignes representdes par (9.), sont des tangentes ä la 

courbe /=Ü0, et que les points de contact sont situes sur la section conique 

fi=0. Les autres intersections de ces tangentes sont situdes sur la conique 
0. BR + NY =0. 

On voit, que Ja conique (10.) et la polaire {= ont un contact double, 
et que la chorde du contact est la polaire £?=0. Mais en tirant les deux 
tangentes de (&,n,0) & la courbe /‚=0, on sait que la chorde de contact est 
egalement %=0; dioü ressort le theoreme suivant: 

En tirant d’un point h six tangentes & une courbe du troisicme degre, 
les points de contact sont situcs sur une section conique (A); les tangentes 
coupent la courbe en six autres points, qui sont «galement situes sur une 
conique B; les coniques A et B ont un contact double, et les tangentes corn- 
munes passent par le point h. 

La premiere partie du theor&me est connue; mais on nayait pas encore 


lequation (10.) de la conique B. 
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On peut encore determiner la conique B par une relation metrique. 


3. 
En fesant usage des developpements algebriques du No. 1., on peut ge- 


neraliser le theoreme precedent. Soit p,=0 une courbe algebrique du degre 7, 





posons 
z. Op; OP; n Op: OPi-+ı OPizı - OPi+ı1 
en N — Wen. £ ) ——- lan 
1. I) YA y ren ir Ber el a oy .. dw — Pi 
Si "equation dune autre courbe algebrique peut ötre presentde sous la 
forme 12. Up; + Fran =V$, 


celle-ci et Ja courbe p,=0 auront /(i—1) tangentes communes, qui passent 
par (&,7,@). En effet, pour qu’une tangente & la courbe (12.) passe par (8,n,0), 
les coordonndes du point de contact doivent satisfaire ä la condition 


Up; +Vpi+ı) u. Upi+Vpir) Pr: - (Up: +Vpi4 1) —(), 
dr 1677, Iw 








he 


ou bien ä 
OU OU „U oV oV OV. 
Up tpi&g, + 9 u) + Pipe + Pin (S det", +0,)=0 


Oy 





Mais les a FE de 2: =0, et 2410, qui toutes sont situdes sur la courbe 
(2.), satisfont ä cette condition; et comme toutes les tangentes ä p,—=0 dans 
ces m@mes points passent par le point (87,0), les courbes p:=V et (12.) ont 
i@—)) tangentes communes; c. q. f. d. 

Soit L=0 l’equation du systeme des tangentes & la courbe du rieme 
degre p=0, issues du point (£,7,0) ou A, il est clair, par ce que nous avons 
demontre plus haut, que L est susceptible de la forme pU+piL,, ou la di- 
mension de L est n(n—1)— 2(na—1)=(n—1)(n—2); de m@me L, peut 
ötre mis sous la forme py U, +p”L,, ou L, est une expression de la 
(n—2) (n—3)ieme dimension; et ainsi de suite. 

On obtient par ces considerations le theoreme suivant: 

Les n(n—1) tangentes a une courbe y=0 du nieme degre, qui passent 
par un point A, ont leur points de contact dans une courbe p,—=0 du degre 
n—1; elles coupent la courbe p=0 dans n’(n-1)-2(n-1)=n(n-1)(n-2) 
nouveaux points, qui sont sur une courbe L, du degre (n—1)(n—2); les cour- 
bes L, et p, ont (n—1)(r—2) tangentes communes qui passent par le point h. 

Berlin en November 1846. 


a ——— — 


Gedruckt bei J. Petsch in Berlin. 
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